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1 Introdução

Em [3], Hammack, Imrich e Klavžar fazem um extenso apanhado sobre produtos entre
grafos. Descrevem produtos mais conhecidos como o produto Cartesiano e também outros
menos desenvolvidos. Dados grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2), onde V1 e V2 são os
conjuntos de vértices e E1 e E2 são os conjuntos de arestas, dizemos que uma operação
entre os grafos G1 e G2 é um produto se o grafo resultante tem conjunto de vértices V1×V2
(produto cartesiano entre V1 e V2). Seu conjunto de arestas irá depender de cada produto.

Associamos ao grafo G diferentes matrizes e o multiconjunto dos autovalores de uma
matriz M associada ao grafo determinará o espectro de G em relação à matriz M (spectM ).
Dado um grafo G, a matriz de adjacências de G, denotada por A(G) será a matriz simétrica
onde aij = 1 se o vértice i for adjacente ao vértice j e 0 caso contrário; a matriz dos graus
de G, denotada por D(G) será a matriz diagonal, onde os elementos dii será grau do vértice
i. As matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal serão dadas por L(G) = D(G) − A(G) e
Q(G) = D(G) +A(G), respectivamente.

Neste trabalho apresentaremos resultados acerca dos autovalores das matrizes lapla-
ciana e laplaciana sem sinal para um caso particular de produto direto entre o caminho
P2 e um grafo G2 qualquer, sendo o caminho P2 o grafo de dois vértices com uma aresta
ligando-os.

2 Autovalores do Produto Direto

Primeiramente vamos definir produto direto entre dois grafos:

Definição: Sejam os grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) tais que (u1, ..., un) são
os vértices de G1 e (v1, ..., vm) são os vértices de G2 . O produto direto entre G1 e G2,
denotado por G1×G2, tem conjunto de vértices V1×V2 e seus vértices são do tipo (ui, vj)
Dois vértices de (ui, vj) e (uk, v`) serão adjacentes se ui é adjacente a uk em G1 e vj é
adjacente a v` em G2.

O que apresentamos neste trabalho, será a demonstração do seguinte Teorema:

Teorema 1: Sejam os grafos P2 e G2 = (V2, E2) e sejam λ1, ..., λn os L-autovalores
de G2 e δ1, ..., δn os Q-autovalores de G2. Valerá o seguinte resultado:

spectQ(P2 ×G2) = spectL(P2 ×G2) = {spectQ(G2)} ∪ {spectL(G2)}.
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Para a demonstração do Teorema utilizaremos os seguintes resultados preliminares:

Lema 1: [2] Dada uma matriz M , no seguinte formato e denotando por σ(M) o
conjunto dos autovalores de M , teremos:

M =

[
B C
C B

]
e σ(M) = σ(B − C) ∪ σ(B + C).

Lema 2: [5] A forma fechada das matrizes laplaciana e laplaciana sem sinal do grafo
resultante de P2 ×G2 são, respectivamente:

L(P2 ×G2) = D(P2)⊗D(G2)−A(P2)⊗A(G2)

Q(P2 ×G2) = D(P2)⊗D(G2) +A(P2)⊗A(G2)

Lema 3: [1] O grafo P2 ×G2 é bipartido.

Lema 4: [1] Para grafos bipartidos, vale que spectL = spectQ.

Demonstração do Teorema 1: Os Lemas 3 e 4 nos garantem que os autovalores
da matriz laplaciana e laplaciana sem sinal para o grafo P2 × G2 são os mesmos. Sendo
assim, basta calcularmos um deles. Com a forma fechada dada no Lema 2, teremos que:

D(P2)⊗D(G2) +A(P2)⊗A(G2) =[
1 0
0 1

]
⊗D(G2) +

[
0 1
1 0

]
⊗A(G2) =

[
D(G2) A(G2)
A(G2) D(G2)

]
.

Pelo Lema 1, temos que o conjunto dos autovalores da matriz P2 ×G2 é igual a união
dos conjuntos dos autovalores de D(G2) +A(G2) = Q(G2) e D(G2)−A(G2) = L(G2), ou
seja, spectL(P2 ×G2) = spectQ(P2 ×G2) = {spectQ(G2)} ∪ {spectL(G2)}.
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