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Resumo. O objetivo deste trabalho é obter de forma indireta os valores de certos parametros
de uma equacao diferencial parcial, utilizando um método de Regularizagao Iterativa. O
problema é motivado pelo comportamento de canais i6nicos da célula neuronal, que é de
dificil determinacdo experimental. Utilizamos um modelo simplificado, no caso a equagao
do cabo passivo, que é uma equacao diferencial parabdlica linear, com termos de difusao e
reacao. Consideramos que o termo de reacao é dado por uma funcao que depende da variavel
espacial, e é desconhecido. Para determinar essa fungao utilizamos o método de Landweber
nao linear, que, a partir de um ponto inicial qualquer (num espago de Hilbert), busca de
forma iterativa aproximagoes para a funcao desconhecida. Neste trabalho descrevemos a
motivagao biolégica do problema, bem como a base matemaética do algoritmo, e testamos
alguns casos computacionais.
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1 Introducao

O sistema nervoso é a parte do organismo que coordena suas agdes voluntarias e in-
voluntérias e transmite sinais entre as diferentes partes do organismo. A unidade bésica
do sistema nervoso é a célula nervosa, denominada neurénio, responsavel pela conducgao
do impulso nervoso. Um neurdnio tipico apresenta trés partes distintas: corpo celular,
dendritos e axonio. O axdnio e dendritos, podem ser modelados por finos e longos cabos
cilindricos condutores de eletricidade revestidos por uma membrana isolante. Em parti-
cular, os dendritos sao as vezes modelados como cabos elétricos passivos, ou seja, cujas
condutancias nao dependem da voltagem.

O trabalho [7] apresenta a modelagem matemdtica da equagao do cabo, na qual des-
creve a propagacao de corrente elétrica ao longo de um cabo cilindrico:

1

mvm(t,x) = CyVi(t,z) + G(x) [V (t,z) — E], (1)
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onde R; é a resisténcia interna do neurtnio, R, a resisténcia externa do neurdnio, F o
potencial de Nernst, V' potencial da membrana, G a condutancia. Os dados R;, R., Cus
e F sao constantes conhecidas.

Existe um forte interesse em estimar parametros em modelos baseados no trabalho de
Hodgkin e Huxley [5], comecando com Rall na década de 1960 [8]. Outros métodos foram
posteriormente descritos, entre eles [9,10]. Em particular, Cox e Li [4] desenvolveram um
método chamado independéncia de entrada, que busca recuperar os parametros do modelo
de Hodgkin e Huxley.

Todos os trabalhos mencionados acima sao para estimar parametros constantes. Exi-
tem poucos trabalhos, experimentais ou tedricos, que obtém boas estimativas de parametros
espacialmente distribuidos. Os autores de [2] desenvolveram um método numérico eficiente
para recuperar a condutancia nao uniforme G. Porém aspectos matematicos de estabili-
dade, convergéncia e consisténcia nao foram avaliados neste trabalho. Cox [3] utilizou
o método de multiplicadores de Lagrange num modelo nao-linear para recuperar a dis-
tribuicdo nao uniforme da conduténcia. Avdonin [1] utilizou o método de controle de
fronteira para resolver o problema inverso de recuperar a condutancia.

Seja ¢ = Cp(Ri+ Re) e g(z) = G(x)(R; + Re). Suponha que as constantes ¢ e E sejam
conhecidas, e que, se 7, p, e ¢ sao fungoes conhecidas, pode-se medir o valor do potencial
da membrana V. O objetivo do presente trabalho é achar a condutancia g tal que

Via(t, ) = cVi(t,2) + g(2)[V (¢, 2) — E,
V(0,z) = r(x) O<z<L, (2)
V:p(ta O) = p(t); Vx(t¢ L) = Q(t) 0<t< Ta

2 Sobre problemas inversos

Seja F: L*(0, L) — L*(0,T) um operador nio linear, e D(F) = L>(0, L) C L*(0, L).
Dado g € D(F), o operador F' é definido por

onde V satisfaz a equacao diferencial parcial (2). O problema inverso consiste em achar g
dado V' (-, L).

Matematicamente problemas inversos pertencem & classe de problemas mal-postos.
O problema ¢é dito mal-posto se alguma das seguintes condicoes nao é satisfeita: existe
solucao; a solugao é Unica; a solugao tem uma dependéncia continua com os dados de
entrada (estabilidade). No trabalho admitimos a existéncia de uma unica solugao para
o problema, mas nao sua continuidade (estabilidade). A estabilidade é necesséria se de-
sejamos assegurar que pequenas variagoes nos dados conduzam a pequenas mudancas na
solugao. Os problemas de instabilidade pode ser controlados por os métodos de regula-
rizagao em particular o Método de Landweber nao-Linear.

A iteragdo de Landweber nao-Linear é definida por

Ghir = gh + F'(g0)"(V° — F(g})), (3)
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com V9 representando os dados com ruidos, das quais assumimos conhecer o nivel de
ruidos §, satisfazendo ||V —V?|| < 6. O operador F'(-)* representa a adjunta da derivada
de Gateaux de F.

A iteragao (3) depende fortemente de um critério de parada. Uma alternativa para a
escolha do critério de parada é o principio da discrepancia: a iteracao é parada no indice
k. = k(6,V?) quando, pela primeira vez,

147

VI = F( )l <70 < VP = FaDIl. 0<k<he 720

> 2. (4)

Teorema 2.1. Suponha que exista uma bola fechada Ba,(g1) C D(F') de raio 2p > 0 e de
centro g1 = g‘f. Seja k. = k(9, V5) escolhido de acordo com o principio da discrepancia
(4) e que as hipdteses abairo sejam satisfeitas:

1. O operador F(-) € continuo e o problema possui uma solu¢do g, que pertence a
B2P(gl)7

2. A derivada de Fréchet de F(-) satisfaz ||F'(x)|| <1, g € Bay(g1),

3. |[F(g) = F(g) + F'(9)(g — )l < nllF(g) = F@)I, 1 < 5, 9,7 € Bap(qn),

Entao a iteracdo de Landweber gg* converge a uma solugao de F(g) =V (t, L), quando
0 — 0.

Prova. Ver [6], Teorema 2.6.

3 Meétodo de Landweber nao-Linear de forma algoritmica

Para fins praticos vamos denotar g,‘z, = gr e VO = V. Definamos a seguinte equacao
diferencial parcial

—Upz(t,z) — c U(t,x) + g(x) U(t,z) =0,

U(T,z)=0; O<z<L, (5)
U,(t,0) =0; 0<t<T,

Ug(t,L) =V (t,L) — F(gr); 0<t<T.

A seguinte igualdade foi provada no trabalho [7], no Teorema 4.2.1:

T
zw%mv—m%»zﬁ[V—mvm. (6)

Entao a iteragao (3) fica na forma:

T
s =g+ [ V- ElUds. (7)
0

A iteragao funciona da seguinte maneira: suponhamos que conhecemos g. Entao para
obter gix11 temos que realizar os seguintes passos:
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Passo 1. Substituindo g; na equagao diferencia parcial (2), e utilizando o método de
diferencas finitas, calculamos V4, obtendo portanto Vi (-, L) = F(gx).

Passo 2. Substituindo F(gx) na equagao diferencia parcial (5), e utilizando o método
de diferencas finitas obtemos U.

Passo 3. Substituindo U na equagéo (7), e utilizando o método de Trapézio calculamos
a integral da equagao (7), obtendo assim gy 1.

Observe que para cada iteracao temos que resolver duas equagoes diferenciais parciais
e calcular uma integral.

4 Experimentos Computacionais

Neste secao apresentamos dois exemplos computacionais, e utilizando a iteracao de
Landweber nao-Linear (7) obtemos a solu¢ao de cada exemplo. Para cada exemplos mos-
tramos duas figuras.

A primeira figura de cada exemplo mostra como a funcao g se aproxima da funcao
g, com o aumento de k. A segunda figura de cada exemplo representa o grafico do erro
(Errog) em fungao do numero de iteragoes (k), onde

P g =gkl lg(x1) — ge(@1)]| + g9(z2) — gr(@2)| + -+ + |9(7na) — g (Tna)|
rrog = o = o .

Os graficos mostram que Errog descresce com o aumento de k.

4.1 Exemplo 1

Achar g(x) da seguinte equagao diferencial parcial, para uma fungao conhecida V' (¢, z).

Via(z,t) = Vi(z, t) + g(z)V (z, 1),
F(g(z)) =V(t,x), onde ¢ V(0,z) = cos(x + 7/2). 0<z<m/2,
Ve(t,0) = —ely  Vo(t,m/2)=0, 0<t<]l.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V' utilizando o método de
diferencas finitas, para g(z) = 2. Agora considere g desconhecido. Utilizando a iteragao
de Landweber nio-Linear (7) obtemos g, dado g; = .

Na Figura 1 o grafico azul é da fungao exata g(x) = 2 e os graficos em vermelho sao
as fungoes aproximadas g para g. O lado esquerdo da figura mostra as comparagoes das
funcoes na primeira iteragao do algoritmo, com um erro de 1,2226. O lado direito mostra

as comparacoes das funcdes na iteracdo 10° do algoritmo, com um erro de 0,0824.
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Figura 1: Aproximagao gi para g.

Na figura 2 mostra o erro versus o numero de iteragoes. Observe que na medida que o
numero de iteracoes aumenta, o erro decresce.

Errok=|g(x)‘—gk(x)|/nx

2 Ermo,=lg(x,)-g,(X )1+ - - +Ig(x )-g,(x )l/nx

02 I | | I | j
0

3
Ndmero de Iteragoes x10°

Figura 2: Erro cometido na iteragéo k.

4.2 Exemplo 2
Achar g(x) da seguinte equagao diferencial parcial, para uma fungao conhecida V (¢, x).

Via(z,t) = Vi(x, t) + g(z)V (2, 1),
V(0 cos(x + m/2) 0<z<m/2,
V,

F(g(z)) =V (t,z), onde L) =
L(t,0) = —et;  Vp(t,m/2)=0, 0<t<l1.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V' utilizando o método de
diferencas finitas, para g(z) = sin(z). Agora considere-se g desconhecido. Utilizando a
iteracao de Landweber nao-Linear (7) obtemos g, dado g1 = cos(x)

Na figura 3 o grafico azul é da fungao exata g(x) = sin(z) e os graficos em vermelho sao
das fungoes aproximadas g para g. No lado esquerdo da figura mostra as comparagoes das

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0487 010487-5 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0487

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

fungoes na primeira iteragao do algoritmo, com um erro de 0,5337. O lado direito mostra
as comparacoes das funcdes na iteracdo 4 x 10* do algoritmo, com um erro de 0,0833.

T T 15 T T

T I T
k=1, Erro=05337 —6— g(x)=sin(x) —6— g(x)=sin(x)
—— G (x)=cos(x) —— Y00

H‘*,%*V‘h‘k;
s

Eixo Y

Figura 3: Aproximagao gi para g.

A figura 4 mostra o erro versus o nimero de iteragoes. Observe novamente o decresci-
mento do erro, na medida que o nimero de iteragoes aumenta.
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Figura 4: Erro cometido na iteragéo k.

5 Conclusoes

O trabalho é motivado pelo comportamento de canais ionicos da célula neural. Nés
trabalhamos com a equacao diferencial parcial parabdlica, chamada equacao do cabo, que
¢ um modelo simplificado. A equacgao do cabo tem termos de reacao e difusio, e o objetivo
deste trabalho foi achar de uma forma indireta o termo de reagéao que é dado por uma
funcao g que depende da variavel espacial z.

Neste trabalho utilizamos o algoritmo de Landweber-nao linear (6) para achar de
maneira aproximada a fungdo g. Cada passo deste algoritmo requer a resolucao de duas
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equagoes diferenciais parciais parabdlicas ((2),(5)) e uma integral. Utilizamos o método
de Diferencas Finitas para obter a solucao aproximada das equacgoes diferenciais parciais e
o método de trapézio para calcular a integral, resultando um método computacionalmente
bastante intensivo. O método proporciona una resposta completamente satisfatéria para
obter a funcao desconhecida g, como podemos observar nos exemplos anteriores.
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