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Resumo. O objetivo deste trabalho é obter de forma indireta os valores de certos parâmetros
de uma equação diferencial parcial, utilizando um método de Regularização Iterativa. O
problema é motivado pelo comportamento de canais iônicos da célula neuronal, que é de
dif́ıcil determinação experimental. Utilizamos um modelo simplificado, no caso a equação
do cabo passivo, que é uma equação diferencial parabólica linear, com termos de difusão e
reação. Consideramos que o termo de reação é dado por uma função que depende da variável
espacial, e é desconhecido. Para determinar essa função utilizamos o método de Landweber
não linear, que, a partir de um ponto inicial qualquer (num espaço de Hilbert), busca de
forma iterativa aproximações para a função desconhecida. Neste trabalho descrevemos a
motivação biológica do problema, bem como a base matemática do algoritmo, e testamos
alguns casos computacionais.
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1 Introdução

O sistema nervoso é a parte do organismo que coordena suas ações voluntárias e in-
voluntárias e transmite sinais entre as diferentes partes do organismo. A unidade básica
do sistema nervoso é a célula nervosa, denominada neurônio, responsável pela condução
do impulso nervoso. Um neurônio t́ıpico apresenta três partes distintas: corpo celular,
dendritos e axônio. O axônio e dendritos, podem ser modelados por finos e longos cabos
ciĺındricos condutores de eletricidade revestidos por uma membrana isolante. Em parti-
cular, os dendritos são às vezes modelados como cabos elétricos passivos, ou seja, cujas
condutâncias não dependem da voltagem.

O trabalho [7] apresenta a modelagem matemática da equação do cabo, na qual des-
creve a propagação de corrente elétrica ao longo de um cabo ciĺındrico:

1

Ri +Re
Vxx(t, x) = CMVt(t, x) +G(x) [V (t, x)− E] , (1)
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onde Ri é a resistência interna do neurônio, Re a resistência externa do neurônio, E o
potencial de Nernst, V potencial da membrana, G a condutância. Os dados Ri, Re, CM
e E são constantes conhecidas.

Existe um forte interesse em estimar parâmetros em modelos baseados no trabalho de
Hodgkin e Huxley [5], começando com Rall na década de 1960 [8]. Outros métodos foram
posteriormente descritos, entre eles [9,10]. Em particular, Cox e Li [4] desenvolveram um
método chamado independência de entrada, que busca recuperar os parâmetros do modelo
de Hodgkin e Huxley.

Todos os trabalhos mencionados acima são para estimar parâmetros constantes. Exi-
tem poucos trabalhos, experimentais ou teóricos, que obtêm boas estimativas de parâmetros
espacialmente distribúıdos. Os autores de [2] desenvolveram um método numérico eficiente
para recuperar a condutância não uniforme G. Porém aspectos matemáticos de estabili-
dade, convergência e consistência não foram avaliados neste trabalho. Cox [3] utilizou
o método de multiplicadores de Lagrange num modelo não-linear para recuperar a dis-
tribuição não uniforme da condutância. Avdonin [1] utilizou o método de controle de
fronteira para resolver o problema inverso de recuperar a condutância.

Seja c = CM (Ri+Re) e g(x) = G(x)(Ri+Re). Suponha que as constantes c e E sejam
conhecidas, e que, se r, p, e q são funções conhecidas, pode-se medir o valor do potencial
da membrana V . O objetivo do presente trabalho é achar a condutância g tal que

Vxx(t, x) = cVt(t, x) + g(x)[V (t, x)− E],
V (0, x) = r(x) 0 < x < L,
Vx(t, 0) = p(t); Vx(t, L) = q(t) 0 < t < T,

(2)

2 Sobre problemas inversos

Seja F : L2(0, L) −→ L2(0, T ) um operador não linear, e D(F ) = L∞(0, L) ⊂ L2(0, L).
Dado g ∈ D(F ), o operador F é definido por

F (g) = V (·, L),

onde V satisfaz a equação diferencial parcial (2). O problema inverso consiste em achar g
dado V (·, L).

Matematicamente problemas inversos pertencem à classe de problemas mal-postos.
O problema é dito mal-posto se alguma das seguintes condições não é satisfeita: existe
solução; a solução é única; a solução tem uma dependência cont́ınua com os dados de
entrada (estabilidade). No trabalho admitimos a existência de uma única solução para
o problema, mas não sua continuidade (estabilidade). A estabilidade é necessária se de-
sejamos assegurar que pequenas variações nos dados conduzam a pequenas mudanças na
solução. Os problemas de instabilidade pode ser controlados por os métodos de regula-
rização em particular o Método de Landweber não-Linear.

A iteração de Landweber não-Linear é definida por

gδk+1 = gδk + F ′(gδk)
∗(V δ − F (gδk)), (3)
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com V δ representando os dados com rúıdos, das quais assumimos conhecer o ńıvel de
rúıdos δ, satisfazendo ||V −V δ|| ≤ δ. O operador F ′(·)∗ representa a adjunta da derivada
de Gâteaux de F .

A iteração (3) depende fortemente de um critério de parada. Uma alternativa para a
escolha do critério de parada é o prinćıpio da discrepância: a iteração é parada no ı́ndice
k∗ = k(δ, V δ) quando, pela primeira vez,

||V δ − F (gδk∗)|| ≤ τδ < ||V δ − F (gδk)||, 0 ≤ k < k∗, τ > 2
1 + η

1− 2η
> 2. (4)

Teorema 2.1. Suponha que exista uma bola fechada B2ρ(g1) ⊂ D(F ) de raio 2ρ > 0 e de
centro g1 = gδ1. Seja k∗ = k(δ, V δ) escolhido de acordo com o prinćıpio da discrepância
(4) e que as hipóteses abaixo sejam satisfeitas:

1. O operador F (·) é cont́ınuo e o problema possui uma solução g∗ que pertence a
B2ρ(g1),

2. A derivada de Fréchet de F (·) satisfaz ||F ′(x)|| ≤ 1, g ∈ B2ρ(g1),

3. ||F (g)− F (g̃) + F ′(g)(g − g̃)|| ≤ η||F (g)− F (g̃)||, η < 1
2 , g, g̃ ∈ B2ρ(g1),

Então a iteração de Landweber gδk∗ converge a uma solução de F (g) = V (t, L), quando
δ −→ 0.

Prova. Ver [6], Teorema 2.6.

3 Método de Landweber não-Linear de forma algoŕıtmica

Para fins práticos vamos denotar gδk = gk e V δ = V . Definamos a seguinte equação
diferencial parcial 

−Uxx(t, x)− c Ut(t, x) + g(x) U(t, x) = 0,
U(T, x) = 0; 0 < x < L,
Ux(t, 0) = 0; 0 < t < T,
Ux(t, L) = V (t, L)− F (gk); 0 < t < T.

(5)

A seguinte igualdade foi provada no trabalho [7], no Teorema 4.2.1:

F ′(gk)
∗(V − F (gk)) =

∫ T

0
[V − E]Udx. (6)

Então a iteração (3) fica na forma:

gk+1 = gk +

∫ T

0
[V − E]Udx. (7)

A iteração funciona da seguinte maneira: suponhamos que conhecemos gk. Então para
obter gk+1 temos que realizar os seguintes passos:
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Passo 1. Substituindo gk na equação diferencia parcial (2), e utilizando o método de
diferenças finitas, calculamos Vk, obtendo portanto Vk(·, L) = F (gk).

Passo 2. Substituindo F (gk) na equação diferencia parcial (5), e utilizando o método
de diferenças finitas obtemos U .

Passo 3. Substituindo U na equação (7), e utilizando o método de Trapézio calculamos
a integral da equação (7), obtendo assim gk+1.

Observe que para cada iteração temos que resolver duas equações diferenciais parciais
e calcular uma integral.

4 Experimentos Computacionais

Neste seção apresentamos dois exemplos computacionais, e utilizando a iteração de
Landweber não-Linear (7) obtemos a solução de cada exemplo. Para cada exemplos mos-
tramos duas figuras.

A primeira figura de cada exemplo mostra como a função gk se aproxima da função
g, com o aumento de k. A segunda figura de cada exemplo representa o gráfico do erro
(Errok) em função do numero de iterações (k), onde

Errok =
|g − gk|
nx

=
|g(x1)− gk(x1)|+ |g(x2)− gk(x2)|+ · · ·+ |g(xnx)− gk(xnx)|

nx
.

Os gráficos mostram que Errok descresce com o aumento de k.

4.1 Exemplo 1

Achar g(x) da seguinte equação diferencial parcial, para uma função conhecida V (t, x).

F (g(x)) = V (t, x), onde


Vxx(x, t) = Vt(x, t) + g(x)V (x, t),
V (0, x) = cos(x+ π/2). 0 < x < π/2,
Vx(t, 0) = −et; Vx(t, π/2) = 0 , 0 < t < 1.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V utilizando o método de
diferenças finitas, para g(x) = 2. Agora considere g desconhecido. Utilizando a iteração
de Landweber não-Linear (7) obtemos g, dado g1 = x2.

Na Figura 1 o gráfico azul é da função exata g(x) = 2 e os gráficos em vermelho são
as funções aproximadas gk para g. O lado esquerdo da figura mostra as comparações das
funções na primeira iteração do algoritmo, com um erro de 1,2226. O lado direito mostra
as comparações das funções na iteração 105 do algoritmo, com um erro de 0,0824.
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Figura 1: Aproximação gk para g.

Na figura 2 mostra o erro versus o número de iterações. Observe que na medida que o
número de iterações aumenta, o erro decresce.
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Figura 2: Erro cometido na iteração k.

4.2 Exemplo 2

Achar g(x) da seguinte equação diferencial parcial, para uma função conhecida V (t, x).

F (g(x)) = V (t, x), onde


Vxx(x, t) = Vt(x, t) + g(x)V (x, t),
V (0, x) = cos(x+ π/2) 0 < x < π/2,
Vx(t, 0) = −et; Vx(t, π/2) = 0 , 0 < t < 1.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V utilizando o método de
diferenças finitas, para g(x) = sin(x). Agora considere-se g desconhecido. Utilizando a
iteração de Landweber não-Linear (7) obtemos g, dado g1 = cos(x)

Na figura 3 o gráfico azul é da função exata g(x) = sin(x) e os gráficos em vermelho são
das funções aproximadas gk para g. No lado esquerdo da figura mostra as comparações das
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funções na primeira iteração do algoritmo, com um erro de 0,5337. O lado direito mostra
as comparações das funções na iteração 4× 104 do algoritmo, com um erro de 0,0833.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
−0.5

0

0.5

1

1.5

Eixo  X

E
ix

o
  

 y
 

 

 

g(x)=sin(x)

g
1
(x)=cos(x)

k=1 ,   Erro=0.5337    

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
−0.5

0

0.5

1

1.5

Eixo  X

E
ix

o
  
 Y

 

 

 

g(x)=sin(x)
g

40000

K=40000,  Erro=0.0833

Figura 3: Aproximação gk para g.

A figura 4 mostra o erro versus o número de iterações. Observe novamente o decresci-
mento do erro, na medida que o número de iterações aumenta.
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Figura 4: Erro cometido na iteração k.

5 Conclusões

O trabalho é motivado pelo comportamento de canais iônicos da célula neural. Nós
trabalhamos com a equação diferencial parcial parabólica, chamada equação do cabo, que
é um modelo simplificado. A equação do cabo tem termos de reação e difusão, e o objetivo
deste trabalho foi achar de uma forma indireta o termo de reação que é dado por uma
função g que depende da variável espacial x.

Neste trabalho utilizamos o algoritmo de Landweber-não linear (6) para achar de
maneira aproximada a função g. Cada passo deste algoritmo requer a resolução de duas
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equações diferenciais parciais parabólicas ((2), (5)) e uma integral. Utilizamos o método
de Diferenças Finitas para obter a solução aproximada das equações diferenciais parciais e
o método de trapézio para calcular a integral, resultando um método computacionalmente
bastante intensivo. O método proporciona una resposta completamente satisfatória para
obter a função desconhecida g, como podemos observar nos exemplos anteriores.
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