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1 Introdução

A série teta de um reticulado é uma estrutura matemática importante com várias
aplicações em teoria dos números e comunicação. O objetivo deste trabalho é estudar a
série teta e suas aplicações em segurança da informação. Motivados pelo canal de escuta
gaussiano, consideramos o problema de minimizar a probabilidade de um intruso decodifi-
car corretamente uma mensagem enviada por um usuário para um receptor leǵıtimo. Essa
probabilidade é limitada pela função de sigilo, intrinsecamente associada à série teta.

Dado um reticulado Λ em Rn, definimos a série teta de Λ por

ΘΛ(z) =
∑
x∈Λ

qx·x, (1)

onde z ∈ C, q = eπiz, Im(z) > 0, e x · x é o produto interno usual em Rn.

2 Aplicação da série teta

Dados dois reticulados Λb e Λe aninhados fixos, desejamos calcular a probabilidade do
intruso decodificar corretamente a mensagem enviada pelo remetente. Usando um canal
de escuta gaussiano, onde temos σ2

e como a variância do rúıdo gaussiano do intruso e σ2
b a

variância do rúıdo gaussiano do receptor leǵıtmo, demonstrou-se em [2] que minimizar essa

probabilidade, para Λb fixo, é equivalente a minimizar
∑

t∈Λe
e−‖t‖

2/2σ2
e , que é facilmente

reconhecida como a série teta de Λe, com z = i/2πσ2
e .

Define-se a função de sigilo de um reticulado n-dimensional Λ com volume λn como

ΞΛ(y) =
ΘλZn(y)

ΘΛ(y)
, para y > 0. (2)

Belfiore, Oggier e Solé conjecturaram em [2] que a função de sigilo de reticulados l-
modulares atinge o máximo em y = 1√

l
. Em [1], foi mostrado que a função de sigilo
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do reticulado 4-modular C(4) = Z⊕
√

2Z⊕ 2Z possui ponto de mı́nimo em y = 1
2 , contra-

dizendo a conjectura proposta.
Analisando a função de sigilo de alguns reticulados, chegamos à seguinte conjectura.

Conjectura 2.1. A função de sigilo de reticulados l-modulares bidimensionais do tipo
Λ = Z⊕

√
lZ atinge o mı́nimo em y = 1/

√
l, para l > 1.

-15 -10 -5 0
0.65

0.70

0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

y ( dB )

Ξ
Λ
( y

)

Figura 1: Ilustração da conjectura 2.1 para valores de l = 3, 5 e 10.

Estudamos a função de sigilo de reticulados algébricos constrúıdos via Homomorfismo
de Minkowski, aplicando-o no anel de inteiros do corpo de números Q(

√
l), e as compa-

ramos com Λ = Z ⊕
√
lZ. Quando l ≡ 1(mod 4) o anel de inteiros sobre Z é Z

[
1+
√
l

2

]
e

uma Z-base é
{

1, 1+
√
l

2

}
. A partir dáı, constrúımos Λ1 (para l > 0, o corpo é totalmente

real) e
√

2Λ3 (para l < 0, o corpo é totalmente complexo). Quando l ≡ 3(mod 4) o anel
de inteiros sobre Z é Z[

√
l] e uma Z-base é {1,

√
l}. Constrúımos então Λ2 (para l > 0,

considerando o corpo totalmente real) e Λ4 (para l < 0, considerando o corpo totalmente
complexo). Na Tabela 1 temos o valor de máximo e mı́nimo de cada classe de reticulados.

Famı́lia de Modularidade Ponto de máximo Ponto de mı́nimo global
Reticulados global

Λ l-modular - y = 1√
l
, ∀l ∈ N∗ \ {1}

Λ1 l-modular y = 1√
l

em l = 5 y = 1√
l

em l = 13, 17 e 21

Λ2 4l-modular - y = 1
2
√
l

em l = 3, 7, 11, 15, 19 e 23√
2Λ3 l-modular y = 1√

l
em l = 3 y = 1√

l
em l = 7, 11, 15, 19 e 23

Λ4 l-modular - y = 1√
l
, l = 5, 13, 17 e 21

Tabela 1: Pontos de máximo e mı́nimo da Função de Sigilo das famı́lias de reticulados
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