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Resumo. Uma solucao particular derivada em termos da funcao de Green é desenvol-
vida para a equagao adjunta a equacao de transporte de particulas unidimensional monoe-
nergética. A formulacdo desenvolvida é aplicada com sucesso em um problema inverso de
reconstrucao de fontes de particulas.
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1 Introducao

O transporte de particulas é um fenomeno fisico presente em diversas situacoes funda-
mentais na sociedade moderna, como na seguranca e deteccao do transporte de materiais
nucleares [9, 10], andlises tomograficas [7], prospeccao de petréleo [1], dosagens radio-
terapicas [13], entre outras. A equacao adjunta a equacao de transporte é uma ferramenta
matematica que auxilia na resolucao de diversos dos problemas anteriormente citados, os
quais, muitas vezes, sao caracterizados como problemas inversos.

Em geometria unidimensional, como uma placa plana infinita, a equacao adjunta a
equacao de transporte [8] pode ser escrita em sua forma integro-diferencial como

—h O it () + o0 (2.p) Zfle / P! (2 )dp' + ST (zp), (1)

onde z € (z4,2p) representa a varidvel espacial, p € [—1,1] é o cosseno do angulo entre
a placa e sua direcio normal e ST é uma fonte interior de particulas neutras. A secio de
choque macroscopica total, o, e o nimero médio de particulas emergindo de colisoes, c,
sao considerados constantes. Como usual [8], o nicleo de espalhamento é descrito através
da expansao, de ordem L, em polinomios de Legendre, P;, onde f; sao os coeficientes,
constantes, da expansao e fy = 1.

Uma técnica tipica para a obtengao de solucao para a Eq. (1) é o método de Ordenadas
Discretas [5]. A varidvel angular da Eq. (1) é discretizada e uma regra de quadratura
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composta por ng nés p; e pesos w; no intervalo [—1,1] é usada para aproximar o termo
integral da equacao, conforme

d o
n=1
parai = 1,...,ng. Solucdes para o sistema de equagoes diferenciais ordinarias descrito pela

Eq. (2) podem ser obtidas através da superposicao da solucao para a equagao homogénea
com qualquer solugao particular [2,12]. O sistema de equagdes discretizadas na varidvel
angular, descrito pela Eq. (2), introduz uma simplificagdo relevante na forma integro-
diferencial da Eq. (1), mesmo assim, a obtengao de solugoes particulares nao é uma tarefa
simples. No ambito dos métodos analiticos, poucas estratégias sao oferecidas na literatura,
muitas vezes restritas a casos particulares de termos-fontes ou impondo restricbes com
respeito aos parametros da equacao.

Uma maneira de se obter solucoes para a equagao homogénea é através da superposicao
de solucdes espectrais da forma 1 (z,1;) = ¢T(v,s)e=*/¥, as quais déo origem ao problema
de autovalores

(MU)&M = me 1S 0P (an) 6 (1), 3)
n=1

parat=1,...,ng. E destacado que para v; # Vg, tem-se uma relagao de ortogonalidade
do tipo [3] ny
> piwid (v),415) St (Viopri) = 0, (4)
i=1

a qual pode ser facilmente verificada ao avaliar a Eq. (3) em v = v;, previamente multipli-
cada por w;¢(vg,u;), subtrair a equacdo resultante de uma variagdo da mesma, onde sao
trocados os lugares dos indices j e k, e, por fim, somar para ¢ = 1,...,ng4. Neste trabalho,
serd derivada uma soluc@o particular para o sistema de equagoes descrito na Eq. (2) base-
ada na funcao de Green em meio infinito. Na préxima secao, a formulagao é apresentada
e, na sequéncia, é feita uma aplicacdo em um problema inverso de reconstrucao de fonte.

2 Solugoes Particulares

A utilizagao de funcoes de Green para a obtencao de solucbes particulares para a
equacao de transporte ja foi sugerida por Case e Zweifel [4] e posteriormente aplicada
para as equagoes de ordenadas discretas por Barichello et al. [3]. Tal estratégia também
pode ser utilizada, seguindo [12], para a obtengao de solugoes particulares para a equagao
adjunta & equacao de transporte.

2.1 Funcao de Green

A fungao de Green é aqui definida como uma soluc¢ao da Eq (2) com termo fonte dado
por ST(z,p) = 6(z — 7)0i,a, com d(z — 7) representando a funcéo Delta de Dirac e d;, a
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3
funcao Delta de Kronecker, isto €, a solugao de
d
—pi G20 Topa) + 0G (2,045 T o)
o e (5)
5 Z fi Pl(ru’l) Z wnB(Mn)G(z’Nm T7Ma) + 5(2 - T)éi,ou
= n=1
onde G(z,u; T,ite) pode ser interpretado como o fluxo angular em (z,u;) de particulas
migradas de 7 € (z4,25) com direcao o, @ = 1,...,n4. Tal solugdo pode ser escrita como
uma combinacio linear das solucoes elementares 1f(z,1;), obtidas por meio da Eq. (3).
Ao supor que para algum s, com 1 < s < ng, se tenha v; > 0,...,vs, > 0 e —vg4 <
0,..., —vp, <0, para z € R, é imposto que G(z,u;; T,to) seja finita ao passo em que
|z| = oo, desta forma, sdo escritas [3]
S
Gz i Toha) = — D Ajad! (vj,pi)e” 77/ (6)
j=1

para z > 7 e limitada quando z — oo, e

G(Zaﬂi;TaMa = Z Bja¢ anuz) (r=2)/vi (7)
j=s+1

para z < 7 e limitada quando z — —oo. Por defini¢ao, as Eqgs. (6) e (7) possuem saltos
quando z — 7. Para tratar das descontinuidades, sao impostas as condicoes

g lgl(l) [G<T + €, 135 T?/*LOC) - G(T — €, 453 T7M(l’)j| = 5i,o¢7 (8)

para i = 1,...,ng4, obtidas ao integrar as Egs. (5) em z € (7 — €¢,7 + ¢€) [3,4]. Para a
determinacao das constantes A;, e Bjq, as Egs. (6) e (7 ) sao substituidas nas Egs. (8) de

forma que s ng
i > Ajad (i) + i Y Biad (—vji) = Sia- (9)
j=1 j=s+1

para i = 1,...,ng. Ao multiplicar a Eq. (9) por w;¢'(vg,u;), com 8 € {1,...,s}, e somar
todos os valores do indice 7, sdo obtidas, através da relagao de ortogonalidade da Eq. (4),

wa¢T(VjaMa)
Doy wig [ (v,114)]°

; (10)

j7a =

paraj € {1,...,s}. De forma semelhante, a Eq. (9) pode ser multiplicada por wiqﬁT(—Vg,,ui),

com € {s+1,...,nq}, e somada sobre todos os valores do indice i, de forma a serem
obtidas ;
Bja _ dwa¢ ( VJJIU’O() 5 (11)
Z =1 Will; [pT(— Vi)
com j € {s+1,...,nq}. A seguir, uma solugao particular para a Eq. (2) serd escrita em

termos das Eqs. (6) e (7).
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2.2 Formulagao da Solucao Particular

Seguindo Pazinatto [11], a solucdo particular para a equacao adjunta & equagao de
transporte é finalmente escrita em termos da fungao de Green como

2b

wi(z,ui) = Z G(ZaﬂiQTvﬂa)ST(Tvﬂa)dT7 (12)

Fa =1

ou, por meio das Egs. (6) e (7),

s ng
Vh(zp) = Y A2 i) + D Bi(2)el (—vjua), (13)
7=1 j=s+1
onde A;(z) e Bj(z), sdo tais que

ng P
A() == Aja [ Si{rpa)e D Iar, (14)

a=1 Za

ng 2
Bi(=) =Y Bja / St (r, 10 )e= =V dr, (15)

a=1 z

Destaca-se que as integrais nas Eqs. (14) e (15) podem ser avaliadas antes da imple-
mentagao computacional do método, oferecendo como consequéncia uma maior precisao
nos resultados, assim como a possibilidade de um menor tempo computacional.

No contexto da formulacdo ADO (Analytical Discrete Ordinates) desenvolvida para a
equagao adjunta a equagao de transporte [11], tem-se uma quadratura de n nés fi; e pesos

w; para o intervalo (0,1]. Desta forma, sao fixados ng = 2n, dire¢oes p; = fi; € fint+i = —fli,
e pesos w; = W; € Wpy; = Wy, para i € {1,...,n}. A solucao particular de Green é entao
dada por [11]
n
()= [Aj(z)cﬁjt(uj) + Bj(2) @l (1)), (16)
j=1
de Ul (2) = [yfi(z, £ bz, £ )], @L(v) = [oT(v, + F(v, + )] "
onae p,:l:(z) - [wp(zv Ml) ¢p(za :U’n)] ) :I:(V) - [¢ (V7 :U’l) ¢ (V’ Nn)] )
com .
ol (v) = 5M*l(f TrA)z (17)
para j =1,...,n, onde 1/ v? e x sdo, respectivamente, autovalores e autovetores de
1
ALA oz = — 18
( + )LL‘ Vgxa ( )
com matrizes de ordem n
L
c _
AL = (d -5 > AW (—1)l]> Mt (19)
1=0
onde foram aqui definidas as matrizes M = diag (p1, ... ,un), W = diag (w1, ...,w,) € 0s

vetores II; = [P(u1) - Pl(,un)]T, para l € {0,1,...,L}.
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Para o caso de fontes isotrépicas, isto onde, onde St independe da varidvel angular, as
expressoes para A;(z) e Bj(z) nas Egs. (14) e (15) podem ser simplificadas. No caso da
utilizacao do método ADO em problemas com fontes isotrépicas, as expressoes sao escritas
como

z Zb
A = [t By = [ e, (20)
com .
> iy Wi [p(vg,1) + o(vj, — )] ‘
> iy wipti [B(vj,pi)? — ¢(vj, — p1i)?]
Na préxima secao, serao apresentados alguns resultados numéricos a fim de atestar o

correto funcionamento da solugao particular de Green para a equacao adjunta a equagao
de transporte.

C; =

(21)

3 Resultados Numéricos

A fim de testar a solucdo particular obtida, foi utilizada w}, = ST/(6 — cfy), uma ja
conhecida solugao particular para o problema adjunto de transporte com fonte constante
St. O erro relativo as solucdes da equacio adjunta calculado a partir de ambas expressoes
de solugoOes particulares, para n =4, 8, 16 e 32, isto é, ng = 8, 16, 32 e 64, foi no maximo
0(10712).

Para um segundo teste da formulagao derivada, uma aplicagdo em um problema inverso
de reconstrucao de fontes isotrépicas de particulas [6,11] foi apresentado. Foi considerada
uma placa definida para z € [0,10], composta por um tnico material, onde 0 =1 e ¢ = 0.8.
O espalhamento é isotrépico. Definida no interior do dominio, é suposta a presenca de
uma fonte polinomial de particulas definida por

S(z)=1-— %z + 2—1522.
Ainda, sdo posicionados trés detectores de particulas no interior do dominio, d; em z €
[1,2], d2 em z € [3,5;4,5] e, por fim, d3 em z € [7,8], todos com secao de choque de absorgao
valendo o4, = 0,5, conforme [11]. Na fronteira, sdo assumidas condicoes de contorno de
vacuo. Para i = 1,2,3, é calculada leitura r; do i-ésimo detector através do método ADO
para a equagao de transporte [2] com n = 4, isto é, ng = 8 dire¢des discretas.

Para a reconstrugao da fonte, supoe-se que a mesma pertence ao espaco gerado pelos
polinémios de grau até dois com coeficientes reais. Desta forma, de acordo com [11], os
coeficientes da fonte reconstruida na base polinomial sao dados por

727:(81782733) =51 <¢271> + 32<¢372’> + 33<¢2722>7 (23)

(22)

parai = 1,2,3, onde (-, -) representa o produto interno clssico no espago de fase px z [8], wg
é a solucdo da equacdo adjunta & equacdo de transporte com fonte ST definida como a secéo
de choque de absor¢ao do i-ésimo detetor, e 7;(s1,52,53) é a medicao calculada do i-ésimo
detector. Para a reconstrucao, sao supostas conhecidas medigoes 7;, e o problema reduz-
se a obtengao dos coeficientes s; que miniminizam ||7(s1,s2,53) — 7|2, com 7(s1,52,53) =
{Fi(s1,82,83)} e r = {ri}.
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A equacao adjunta é resolvida pelo método ADO com n = 32, isto é, ng = 64 diregoes
discretas e, para a obtencdo das solucoes particulares, é utilizada a proposta apresen-
tada neste trabalho. Sao geradas um milhdo de reconstrugoes, cada uma utilizando uma
nova perturbacao dos dados originais. A Tabela 1 expde o valor minimo, o méximo, a
média, assim como o desvio padrdo dos erros relativos calculados na norma L? entre as
reconstrucoes e a fonte original.

Tabela 1: Valor minimo, méximo, médio e desvio padrao dos erros relativos calculados na norma
L? entre as reconstrucdes e a fonte original.

Minimo Média Méximo | Desvio Padrao
0,000424 | 0,054815 | 0,125005 0,024004

O erro relativo méximo obtido foi de cerca de 12,5%, entretanto, o desvio padrao do
erro relativo indica que a maior parte dos resultados estao préximos do valor médio do
erro relativo, cerca de 5,48%, o que representa um valor dentro da faixa de perturbagoes
aplicada. Destaca-se que este teste supoe conhecido o espago no qual a fonte de particulas
se encontra. Em [11], para casos mais complexos, onde o espago da reconstrucao é mais
pobre que o espago no qual a fonte de particulas se encontra, técnicas de regularizacao
foram necessarias para a obtencao de bons resultados.

4 Conclusoes

Uma solugao particular para a equagao adjunta de transporte de particulas, em orde-
nadas discretas, foi derivada. Ao comparar a solucao particular desenvolvida com conhe-
cida solugao particular constante do problema com fonte constante, pode-se dizer que os
resultados foram muito satisfatérios, apresentando um erro menor que 1072, Adicional-
mente, a solucao particular foi aplicada com sucesso na resolugcao de um problema inverso
de reconstrucao de fonte isotrépica de particulas, apresentando um erro médio pequeno
para diversas simulagoes com perturbacoes de até 10% nas medidas. Em [11], estao dis-
poniveis testes mais abrangentes de reconstrucao utilizando a abordagem aqui derivada
para solucoes particulares, corroborando os bons resultados aqui apresentados.
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