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Resumo. Neste trabalho, mostramos que o reticulado ΛD′ obtido via Construção D′ a
partir de uma cadeia de códigos lineares q-ários é igual ao reticulado qΛ∗D⊥ , onde ΛD⊥ é o
reticulado obtido via Construção D a partir da cadeia de códigos lineares duais associada e
Λ∗D⊥ é o reticulado dual de ΛD⊥ . Além disso, a cadeia de códigos lineares duais associada
é fechada sob a adição zero-um se e somente se Γ

D
⊥ é um reticulado e ΛD′ = qaΓ∗

D
⊥ ,

onde Γ
D

⊥ é obtido via Construção D a partir da cadeia de códigos lineares duais associada.
Finalmente, sob certas condições, fornecemos uma base para o reticulado ΛD′ em função
dos parâmetros utilizados em sua construção.

Palavras-chave. Reticulados, Códigos sobre Anéis, Construção D

1 Introdução

Um reticulado Λ é um subgrupo aditivo discreto de Rn. Equivalentemente, Λ ⊆ Rn é
um reticulado se e somente se existem vetores linearmente independentes v1, ...,vm ∈ Rn

tais que Λ é o conjunto de todas as combinações lineares inteiras de vi, i = 1, ...,m, isto é,

Λ = {α1v1 + · · ·+ αmvm; α1, ..., αm ∈ Z}.

Reticulados vem sendo utilizados na área de comunicações em códigos corretores de erros
para a transmissão de dados (veja [10] e suas referências) e na proposição de esquemas
criptográficos [6,7]. Na descrição acima, o conjunto {v1, ...,vm} é dito uma base de Λ e o
número m é denominado o posto de Λ. Se m = n dizemos que Λ possui posto completo.
A matriz M cujas linhas são os vetores v1, ...,vm é dita uma matriz geradora de Λ. O
determinante de Λ é definido como det Λ = det(MM t) e este é um invariante por mudança
de base. Denotamos por span(M) = {uM ; u ∈ Rn} o espaço vetorial gerado pelas linhas
da matriz M . O reticulado dual de Λ = Λ(M), denotado por Λ∗ = Λ∗(M), é definido
como

Λ∗ = {w ∈ span(M); 〈v,w〉 ∈ Z,∀v ∈ Λ},
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onde 〈, 〉 representa o produto interno canônico em Rn. Pode-se mostrar que M é uma
matriz geradora para Λ se e somente se (MM t)−1M (a pseudo-inversa de M t) é uma
matriz geradora para Λ∗. O dual de kΛ é (1/k)Λ∗, para todo 0 6= k ∈ R. Além disso, para
qualquer reticulado Λ, tem-se (Λ∗)∗ = Λ.

Um código linear q-ário C é um subgrupo aditivo de Zn
q , q ∈ N. Se q é primo,

então C pode ser visto como um subespaço vetorial de Zn
q e, consequentemente, possui

uma base com m ≤ n vetores. Caso contrário, podemos apenas garantir a existência
de um conjunto minimal de geradores. Por exemplo, o código linear C =

〈
(2, 4)

〉
=

{(0, 0), (2, 4), (4, 2)} ⊆ Z2
6 não possui base, uma vez que todo subconjunto não vazio de C

é linearmente dependente. Para cada par de vetores x = (x1, ..., xn) e y = (y1, ..., yn) em
Zn
q , o produto interno de x e y é definido como 〈x,y〉 = x1y1+ · · ·+xnyn. Pode-se mostrar

que C⊥ = {y ∈ Zn
q ; 〈x,y〉 = 0, ∀x ∈ C} é um código linear q-ário, C⊥ é denominado o

código dual de C. Se C1 e C2 são códigos q-ários tais que C1 ⊇ C2, então C⊥1 ⊆ C⊥2 .

Existem várias construções que fornecem reticulados a partir de códigos lineares q-ários.
Neste trabalho estudamos as Construções D e D′ que foram introduzidas por Barnes e
Sloane em [1] e a Construção D que foi introduzida por Forney em [3,4]. Inicialmente estas
construções eram feitas apenas a partir de cadeias de códigos binários e depois a partir
de códigos sobre Zp, p primo. Em [8] estas construções foram estendidas para cadeias
de códigos q-ários, q ∈ N. Na próxima seção apresentamos estas construções e também
alguns resultados preliminares.

2 Conceitos e resultados preliminares

Sejam σ : Z → Zq o homomorfismo módulo q e σ : Zq → Z a “inclusão” natural tal
que σ

(
σ(x)

)
= x para todo x ∈ Zq. A aplicação σ é estendida naturalmente da seguinte

forma: σ : Zn
q → Zn dada por σ(x1, ..., xn) =

(
σ(x1), ..., σ(xn)

)
.

Definição 2.1. (Construção D) Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca, q ∈ N, uma famı́lia

de códigos lineares q-ários. Dados números inteiros k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e vetores
b1, ..., bk1 em Zn

q tais que C` = 〈b1, ..., bk`〉, para ` = 1, 2, ..., a. O conjunto ΛD consiste de
todos os vetores da forma

qz +
a∑

`=1

k∑̀
j=1

β
(`)
j

1

q`−1
σ(bj),

onde z ∈ Zn e β
(`)
j ∈ {0, 1, ..., q−1}.

Teorema 2.1. [8] O conjunto ΛD pode ser representado da seguinte forma:

ΛD =

{
qz +

a∑
i=1

ki∑
j=ki+1+1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(bj)

∣∣∣∣ z ∈ Zn e α
(i)
j ∈ {0, 1, ..., q

i−1}
}
.

Definição 2.2. (Construção D
′
) Seja Zn

q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos
lineares q-ários. Dados números inteiros r1, r2, ..., ra satisfazendo 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ ra
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e vetores h1, ...,hra em Zn
q tais que C⊥` = 〈h1, ...,hr`〉 para ` = 1, 2, ..., a, onde C⊥` é o

código dual de C`. O conjunto ΛD′ consiste de todos os vetores x ∈ Zn tais que

x · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1

para todo par (i, j) satisfazendo 0 ≤ i < a e ra−i−1 < j ≤ ra−i, onde r0 := 0.

Definição 2.3. (Construção D) Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares

q-ários. Definimos o conjunto ΓD ⊆ Zn da seguinte forma

ΓD = qaZn + qa−1σ(C1) + · · ·+ qa−iσ(Ci) + · · ·+ q1σ(Ca−1) + σ(Ca).

As Construções D e D′ sempre geram reticulados de posto completo [8]. O conjunto
ΓD ⊆ Zn obtido via Construção D nem sempre é um reticulado (Exemplo 2.1). No Teo-
rema 3.1 fornecemos uma condição necessária e suficiente para que ΓD seja um reticulado.

Definição 2.4. Dizemos que o menor reticulado que contém ΓD, o qual será denotado
por ΛD, é o reticulado obtido via Construção D.

Exemplo 2.1. Seja Z2
3 ⊇ C1 ⊇ C2 a cadeia de códigos lineares, onde C1 = C2 = 〈(1, 2)〉.

Temos que C⊥1 = C⊥2 = {(x, y) ∈ Z2
3;x+2y = 0} = {(0, 0), (1, 1), (2, 2)} = 〈(1, 1)〉 . Assim,

escolhendo os parâmetros k1 = 2, k2 = 1, r1 = 1, r2 = 2 e b1 = (1, 2), b2 = (2, 1),h1 =
(1, 1),h2 = (2, 2) ∈ Z2

3, temos 0 ≤ k2 ≤ k1, 0 ≤ r1 ≤ r2, C1 = 〈b1, b2〉, C2 = 〈b1〉,
C⊥1 = 〈h1〉, C⊥2 = 〈h1,h2〉 e, consequentemente,

ΛD =

{
z + α

(1)
2 (2, 1) + α

(2)
1

1

3
(1, 2)

∣∣∣∣ z ∈ 3Z2, 0 ≤ α(1)
2 < 3 e 0 ≤ α(2)

1 < 9

}
e

ΛD′ =

{
(x, y) ∈ Z2

∣∣ x+ y ≡ 0 mod 9 e 2x+ 2y ≡ 0 mod 3

}
.

Além disso, ΓD = 32Z2 + 31σ(C1) + 30σ(C2), onde σ(C1) = σ(C2) = {(0, 0), (1, 2), (2, 1)}.
Portanto,

3ΛD =
⋃

z∈9Z2

(
z + (3ΛD) ∩ [0, 9)2

)
,

ΛD′ =
⋃

z∈9Z2

(
z + ΛD′ ∩ [0, 9)2

)
,

ΓD =
⋃

z∈9Z2

(
z + ΓD ∩ [0, 9)2

)
e

ΛD =
⋃

z∈9Z2

(
z + ΛD ∩ [0, 9)2

)
,

onde os elementos de 3ΛD ∩ [0, 9)2, ΛD′ ∩ [0, 9)2, ΓD ∩ [0, 9)2 e ΛD′ ∩ [0, 9)2 estão repre-
sentados na Figura 1. Neste exemplo, observamos que (i) ΓD $ ΛD (isto é, ΓD não é um
reticulado), (ii) 3ΛD $ ΛD, (iii) 3ΛD 6⊂ ΛD′, (iv) ΛD′ 6⊂ 3ΛD e (v) ΛD′ $ ΛD.
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(a) 3ΛD ∩ [0, 9)2 (b) ΛD′ ∩ [0, 9)2

(c) ΓD ∩ [0, 9)2 (d) ΛD ∩ [0, 9)2

Figura 1: Elementos de 3ΛD, ΛD′ , ΓD e ΛD em [0, 9)2

3 Conexões entre as Construções D, D′ e D

Definimos uma operação em Zn
q , chamada adição zero-um, da seguinte forma: Para

cada par de vetores x = (x1, ..., xn),y = (y1, ..., yn) ∈ Zn
q , a adição zero-um de x por y é

dada por
x ∗ y := (x1 ∗ y1, ..., xn ∗ yn) ∈ Zn

q ,

onde

xi ∗ yi =

{
0, se σ(xi) + σ(yi) < q
1, se q ≤ σ(xi) + σ(yi) ≤ 2(q−1).

Uma famı́lia de códigos lineares q-ários Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca é dita fechada

sob a adição zero-um quando a adição zero-um de dois elementos quaisquer de Ci sempre
pertence a Ci−1, para i = 2, ..., a. Por exemplo, a cadeia Z2

3 ⊇ C1 ⊇ C2 usada no Exemplo
2.1 não é fechada sob a adição zero-um, pois (1, 2) ∈ C2 e (1, 2) ∗ (1, 2) = (0, 1) /∈ C1.

Teorema 3.1. [8] ΓD é um reticulado se e somente se a cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca

é fechada sob o adição zero-um. Neste caso, ΓD = qa−1ΛD.
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Os próximos dois lemas estendem para códigos q-ários resultados conhecidos anterior-
mente para Construções D e D′ a partir de códigos binários [9].

Lema 3.1. Se H é a matriz k1 × n, cujas linhas são

σ(b1), ..., σ(bka), qσ(bka+1), ..., qσ(bka−1), ..., qa−1σ(bk2+1), ..., q
a−1σ(bk1),

então x ∈ Λ∗D se e somente se qx ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa−1.

Demonstração. Por definição, Λ∗D = {x ∈ Rn; 〈x,y〉 ∈ Z,∀y ∈ ΛD}. Usando o Teorema
2.1, obtemos que x ∈ Λ∗D se e somente se 〈x, qz〉 ∈ Z e

〈
x, (1/qi−1)σ(bj)

〉
∈ Z para

1 ≤ i ≤ a, ki+1 < j ≤ ki e para todo z ∈ Zn. Logo

x ∈ Λ∗D se e somente se qa−i 〈x, σ(bj)〉 ≡ qa 〈x, et〉 ≡ 0 mod qa−1

para 1 ≤ i ≤ a, ki+1 < j ≤ ki e 1 ≤ t ≤ n, onde {e1, ..., en} é a base canônica do Rn.
Portanto x ∈ Λ∗D se e somente se qx ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa−1.

Lema 3.2. Seja H a matriz ra × n, cujas linhas são

σ(h1), ..., σ(hr1), qσ(hr1+1), ..., qσ(hr2), ..., qa−1σ(hra−1+1), ..., q
a−1σ(hra).

Temos que x ∈ ΛD′ se e somente se x ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa.

Demonstração. Basta observar que x ∈ ΛD′ se e somente se x ∈ Zn e qa−ix · σ(hj) ≡ 0
mod qa para 0 < i ≤ a e ra−i < j ≤ ra−i+1. Logo x ∈ ΛD′ se e somente se x ∈ Zn e
Hxt ≡ 0 mod qa.

Dada uma cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca de códigos lineares q-ários e parâmetros

0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ ra e h1, ...,hra ∈ Zn
q tais que C⊥i = 〈h1, ...,hri〉 para i = 1, 2, ..., a, seja

ΛD⊥ o reticulado obtido via Construção D a partir da cadeia C⊥1 ⊆ C⊥2 ⊆ · · · ⊆ C⊥a ⊆ Zn
q

(usando os parâmetros r1, r2, ..., ra,h1, ...,hra), isto é,

ΛD⊥ =

{
qz +

a∑
i=1

ra−i+1∑
j=ra−i+1

α
(i)
j

1

qi−1
σ(hj)

∣∣∣∣ z ∈ Zn e α
(i)
j ∈ {0, 1, ..., q

i−1}
}
.

Seja ΛD′ o reticulado obtido via Construção D′ a partir da cadeia Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇

Ca (usando os parâmetros r1, r2, ..., ra,h1, ...,hra). Nessas condições obtemos os seguintes
resultados:

Teorema 3.2. Seja Zn
q ⊇ C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Ca uma cadeia de códigos lineares. Temos

que qΛ∗
D⊥

= ΛD′. Além disso, M é uma matriz geradora de ΛD⊥ se e somente se q(M t)−1

é uma matriz geradora de ΛD′.

Demonstração. Seja H a matriz, cujas linhas são

σ(h1), ..., σ(hr1), qσ(hr1+1), ..., qσ(hr2), ..., qa−1σ(hra−1+1), ..., q
a−1σ(hra).
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Temos que

y ∈ qΛ∗D⊥
Lema 3.1⇐⇒ y = qx, qx ∈ Zn e Hxt ≡ 0 mod qa−1

⇐⇒ y ∈ Zn e Hyt ≡ 0 mod qa

Lema 3.2⇐⇒ y ∈ ΛD′ .

Logo qΛ∗
D⊥

= ΛD′ . Observamos que M é uma matriz geradora de ΛD⊥ se e somente se
(M t)−1 é uma matriz geradora de Λ∗

D⊥
. Portanto M é uma matriz geradora de ΛD⊥ se e

somente se q(M t)−1 é uma matriz geradora de ΛD′ , pois ΛD′ = qΛ∗
D⊥

.

Corolário 3.1. A cadeia C⊥1 ⊆ C⊥2 ⊆ · · · ⊆ C⊥a ⊆ Zn
q é fechada sob a adição zero-um se

e somente se ΛD′ = qaΓ∗
D
⊥ = qaΛ∗

D
⊥ , onde Γ

D
⊥ e Λ

D
⊥ são obtidos via Contrução D a

partir da cadeia C⊥1 ⊆ C⊥2 ⊆ · · · ⊆ C⊥a ⊆ Zn
q .

Demonstração. O Teorema 3.1 garante que a cadeia C⊥1 ⊆ C⊥2 ⊆ · · · ⊆ C⊥a ⊆ Zn
q é fechada

sob a adição zero-um se e somente se Λ
D
⊥ = Γ

D
⊥ = qa−1ΛD⊥ . Por outro lado, Λ

D
⊥ =

Γ
D
⊥ = qa−1ΛD⊥ se e somente se Γ∗

D
⊥ = Λ∗

D
⊥ = (qa−1ΛD⊥)∗ = (1/qa−1)Λ∗

D⊥
= (1/qa)ΛD′ .

Logo a cadeia C⊥1 ⊆ C⊥2 ⊆ · · · ⊆ C⊥a ⊆ Zn
q é fechada sob a adição zero-um se e somente se

ΛD′ = qaΓ∗
D
⊥ = qaΛ∗

D
⊥ .

Teorema 3.3. [8] Sejam h1, ...,hra ∈ Zn
q vetores não nulos tais que

1. C⊥` = 〈h1, ...,hr`〉 para ` = 0, 1, ..., a.

2. Alguma permutação das linhas da matriz, cujas linhas são σ(h1), ..., σ(hra), forma
uma matriz “triangular superior” (resp. inferior) na forma escalonada.

3. Para cada j ∈ {1, ..., ra}, a primeira (resp. última) componente não nula do vetor
σ(hj), denotada por αj, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Então existe uma base para o reticulado Λ⊥D formada pelos ra vetores (1/qi−1)σ(hj), onde
1 ≤ i ≤ a e ra−i < j ≤ ra−i+1, mais n − ra vetores do tipo (0, ..., 0, q, 0, ..., 0) de modo
que alguma permutação das linhas da matriz, cujas linhas são os elementos desta base,
forma uma matriz M triangular superior (resp. inferior). Em particular, M é uma matriz
geradora de Λ⊥D e

det Λ⊥D = det (MM t) =

( ra∏
j=1

αj

)2(
q2
)n−

a∑̀
=1

r`

.

Corolário 3.2. Nas condições do Teorema 3.3, temos que

det ΛD′ =

( ra∏
j=1

αj

)−2(
q2
) a∑̀

=1
r`

.

Em particular, quando q = 2 temos det ΛD′ = 4
∑a

`=1 r` .
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Demonstração. Pelo Teorema 3.2, q(M t)−1 é uma matriz geradora de ΛD′ . Logo

det ΛD′ = det [q(M t)−1(q(M t)−1)t] = (q2)n det (MM t)−1 = (q2)n(det ΛD⊥)−1.

Para concluir a prova, basta aplicar o Teorema 3.3.

Exemplo 3.1. Seja a cadeia de códigos lineares Z2
6 ⊇ C1 ⊇ C2, onde C1 = 〈(1, 2)〉 e

C2 = 〈(2, 4)〉. Temos que C⊥1 = {(x, y) ∈ Z2
6;x + 2y = 0} = 〈(4, 1)〉 e C⊥2 = {(x, y) ∈

Z2
6; 2x + 4y = 0} = 〈(4, 1), (3, 0)〉. Seja ΛD⊥ o reticulado obtido via Construção D a

partir desta cadeia usando os parâmetros r1 = 1, r2 = 2,h1 = (4, 1) e h2 = (3, 0). Estes
parâmetros satisfazem as condições 1, 2 e 3 do Teorema 3.3, logo

det ΛD′ =
(
3 · 1

)−2(
62
)1+2

= (63/3)2 = 722

e matrizes geradoras para ΛD⊥ e ΛD′ são dadas respectivamente por

M =

[
σ(h2)

(1/6)σ(h1)

]
=

[
3 0

4/6 1/6

]
e 6(M t)−1 =

[
2 −8
0 36

]
.
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