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Resumo. Neste trabalho, mostramos que o reticulado Ap: obtido via Construcao D’ a

*

partir de uma cadeia de cédigos lineares g-arios é igual ao reticulado gA},., onde Ap. é o
reticulado obtido via Construgao D a partir da cadeia de cédigos lineares duais associada e
A} . é o reticulado dual de Apr. Além disso, a cadeia de cédigos lineares duais associada
¢ fechada sob a adigao zero-um se e somente se I'51 é um reticulado e Ap = q“F*BL,

onde I'5. € obtido via Construgao D a partir da cadeia de cédigos lineares duais associada.

Finalmente, sob certas condigbes, fornecemos uma base para o reticulado Ap/ em fungao
dos parametros utilizados em sua construgao.

Palavras-chave. Reticulados, Cédigos sobre Anéis, Construcao D

1 Introducao

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™. Equivalentemente, A C R™ é
um reticulado se e somente se existem vetores linearmente independentes vy, ..., v, € R"
tais que A é o conjunto de todas as combinacées lineares inteiras de v;, i = 1, ..., m, isto é,

A={aqvi + -+ anUm; a1, .., € Z}.

Reticulados vem sendo utilizados na &rea de comunicagoes em cédigos corretores de erros
para a transmissdo de dados (veja [10] e suas referéncias) e na proposicao de esquemas
criptograficos [6,7]. Na descri¢ao acima, o conjunto {vi, ..., vy, } é dito uma base de A e o
nimero m é denominado o posto de A. Se m = n dizemos que A possui posto completo.
A matriz M cujas linhas sdo os vetores vy, ..., v,, € dita uma matriz geradora de A. O
determinante de A é definido como det A = det(M M?) e este é um invariante por mudanca
de base. Denotamos por span(M) = {uM; u € R"} o espago vetorial gerado pelas linhas
da matriz M. O reticulado dual de A = A(M), denotado por A* = A*(M), é definido
como
A" = {w € span(M); (v,w) € Z,Vv € A},
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onde (,) representa o produto interno canoénico em R". Pode-se mostrar que M é uma
matriz geradora para A se e somente se (MM')~!M (a pseudo-inversa de M?) é uma
matriz geradora para A*. O dual de kA é (1/k)A*, para todo 0 # k € R. Além disso, para
qualquer reticulado A, tem-se (A*)* = A.

Um cddigo linear q-drio C' é um subgrupo aditivo de Zy, ¢ € N. Se ¢ ¢ primo,
entdao C' pode ser visto como um subespago vetorial de Zy e, consequentemente, possui
uma base com m < n vetores. Caso contrario, podemos apenas garantir a existéncia
de um conjunto minimal de geradores. Por exemplo, o cédigo linear C' = <(§, Z)> =
{(0,0),(2,4), (4,2)} C Z2 nao possui base, uma vez que todo subconjunto nao vazio de C
é linearmente dependente. Para cada par de vetores x = (z1,...,2n) € Y = (Y1,..., Yn) €M
Zy, o produto interno de x e y é definido como (z,y) = r1y1+ - - +2pYy,. Pode-se mostrar
que C+ = {y € Zy; (x,y) = 0,V € C} é um cédigo linear g-drio, C+ é denominado o
cddigo dual de C. Se Cy e Csy sao cddigos g-arios tais que Cy O Cy, entao ClL - CQL.

Existem varias construgoes que fornecem reticulados a partir de cédigos lineares g-arios.
Neste trabalho estudamos as Construcoes D e D’ que foram introduzidas por Barnes e
Sloane em [1] e a Construgao D que foi introduzida por Forney em [3,4]. Inicialmente estas
construgoes eram feitas apenas a partir de cadeias de cédigos binarios e depois a partir
de cddigos sobre Z,, p primo. Em [8] estas construgoes foram estendidas para cadeias
de codigos ¢-arios, ¢ € N. Na proxima secao apresentamos estas construgoes e também
alguns resultados preliminares.

2 Conceitos e resultados preliminares

Sejam 0 : Z — Zq 0 homomorfismo médulo ¢ e o : Z; — Z a “inclusao” natural tal
que E(U(x)) = x para todo x € Z,. A aplicagao o ¢ estendida naturalmente da seguinte
forma: o : Z7 — Z" dada por o(z1, ..., xn) = (0(21), ..., 0(25)).

Definigao 2.1. (Construgio D) Seja Zy 2 C1 2 Cy 2 -++ 2 Cq, q € N, uma familia
de codigos lineares q-drios. Dados numeros inteiros ky > ko > --- > k, > 0 e vetores
bi,...,by, em Zy tais que Cp = (by, ..., by,), para £ =1,2,...;a. O conjunto Ap consiste de

todos os vetores da forma
a k¢

o 1
0=+ 38 o)
=1j=1 1
onde z € 7" e ﬁj@ €{0,1,...,q—1}.
Teorema 2.1. [8] O conjunto Ap pode ser representado da seguinte forma:

a k;
i i 1
Ap = {qz-i-z Z ag)qi_la(bj)

1=1 j=k;11+1

zeZ" e @gz) € {0,1, ...,qi—l}}.

Definigao 2.2. (Construgao D/) Seja Zy 2 C1 2 Cy 2 --- 2 Cy uma cadeia de codigos
lineares q-drios. Dados nimeros inteiros r1,12, ...,7q satisfazendo 0 < ry <rgo < --- <1y
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e vetores hi,...,h., em Zy tais que C’Zl = (hy,...,hy,) para £ = 1,2,...,a, onde Cé‘ € o
cédigo dual de Cy. O conjunto Ay consiste de todos os vetores x € 2" tais que

x-o(hj)=0 mod ¢t
para todo par (i,7) satisfazendo 0 < i< a erg_i—1 <j < Tq—q, onde rg:=0.

Definigao 2.3. (Construcao 5) Seja Z’; O2C1D:---DC, uma cadeia de cddigos lineares
q-drios. Definimos o conjunto I'y C Z" da seguinte forma

I's5=q"Z"+q" 'o(C1) + -+ ¢ '0(C)) + -+ ¢'a(Car) + 0(Cy).

As Construgoes D e D' sempre geram reticulados de posto completo [8]. O conjunto
I'; € Z™ obtido via Construgao D nem sempre é um reticulado (Exemplo 2.1). No Teo-
rema 3.1 fornecemos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que I'; seja um reticulado.

Definicao 2.4. Dizemos que o menor reticulado que contém I'f, o qual serd denotado
por A, € o reticulado obtido via Construgdao D.

Exemplo 2.1. Seja Z% D C1 D Cy a cadeia de cddigos lineares, onde C, = Cy = {(1,2)).
Temos que Cf = Cy = {(z,y) € Z2;2+2y = 0} = {(0,0), (1,1),(2,2)} = ((1,1)) . Assim,
escolhendo os parametros ky = 2,ke = 1, r1 =1, 19 =2 e by = (1,2),b2 = (2,1),hy =
(1,1),’12 = (2,2) S Z%, temos 0 < ko < kl, 0<r< r9, Cl = (bl,b2>, CQ = <b1>,
Cit = (hy), C5- = (hy, hy) e, consequentemente,

1
Ap = {z +aV@2,1) + a§2)§(1,2) ze3720<a) <3ec0<al? < 9}

AD/:{(x,y)GZQ‘x—i—yEO mod9 e 2x+2y=0 mod3}.

Além disso, T = 3*Z% + 3'0(C1) + 3% (Cy), onde o(Cy) = a(Ca) = {(0,0), (1,2),(2,1)}.

Portanto,

3Ap = U (z+ (3Ap) N[0,9)?),
z€972

Ap = |J (z+Apn[0,9?),
z€972

'y = |J (z+4T5N[0,97) ¢
z€972

Ay = | (z+A5000,97),
z€972

onde os elementos de 3Ap N [0,9)%, Ap N [0,9)2, T5N[0,9)? e Ap N[0,9)? estdo repre-
sentados na Figura 1. Neste exemplo, observamos que (i) 'y ; A5 (isto €, T nao € um
reticulado), (i1) 3Ap G Ap, (iii) 3Ap ¢ Apr, (iv) Apr ¢ 3Ap e (v) Apr G Ap.
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Figura 1: Elementos de 3Ap, Ap/, I'y e A em [0, 9)2

3 Conexoes entre as Construgoes D, D' e D

Definimos uma operagao em Zg, chamada adi¢cao zero-um, da seguinte forma: Para
cada par de vetores @ = (z1,...,%n), Yy = (Y1, .-, Yn) € Zy, a adigao zero-um de x por y é
dada por

rxy = (xl ¥ YLy ery T * yn) € ng
onde
_J 0, seo(xi) +o(yi) <q
Ti ¥ Yi =
1, se g <o(z) +o(y) <2(g—1).

Uma familia de cddigos lineares g-arios Z;‘ ODC; DCy D --- D (C, é dita fechada
sob a adi¢cdo zero-um quando a adigdo zero-um de dois elementos quaisquer de C; sempre
pertence a C;_1, para ¢ = 2,...,a. Por exemplo, a cadeia Z% D (7 D (5 usada no Exemplo
2.1 nao é fechada sob a adigao zero-um, pois (1,2) € Cy e (1,2) * (1,2) = (0,1) ¢ C}.

Teorema 3.1. [§] 'y € um reticulado se e somente se a cadeia Z(’; >2C12CyD---DC,
¢ fechada sob o adicdo zero-um. Neste caso, ' = ¢* 1Ap.
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Os préoximos dois lemas estendem para codigos ¢-arios resultados conhecidos anterior-
mente para Construgoes D e D" a partir de cédigos binérios [9)].

Lema 3.1. Se H € a matriz k1 X n, cujas linhas sao

U(bl), ...,O’(bka),QU(bka+1), ey qa(bkafl), ey qailo'(bk2+1), ey qaila'(bkl),

entdo € A%, se e somente se qr € Z" e Hx' =0 mod L.

Demonstragdo. Por definicao, A}, = {x € R";(x,y) € Z,Vy € Ap}. Usando o Teorema
2.1, obtemos que & € A}, se e somente se (x,qz) € Z e (x,(1/¢" )o(b;)) € Z para
1<i<a, ki1 <j <k; eparatodo z € Z". Logo

x € A}, seesomentese ¢ ' (x,0(b;)) =q"(x,e) =0 mod ¢**
para 1 < i < a, kiy1 < j <k el <t <n,onde {e,..,e,} éa base canénica do R".
Portanto & € A%, se e somente se gz € Z" e Hz' =0 mod g* L O

Lema 3.2. Seja H a matriz ry X n, cujas linhas sdo

o(h1),..o(hr),qo (R 11), s qo(Rpy), ooy @t (B 1 41), s % To(hyy).
Temos que x € Aps se e somente se x € Z" e Hx! =0 mod ¢.

Demonstragio. Basta observar que € Aps se e somente se ¢ € Z" e ¢* 'z - o(hj) =0
mod ¢% para 0 < i < aerqe; < j < re_jr1- Logo x € Ap/ se e somente se x € Z" e
Hx! =0 mod ¢°. O

Dada uma cadeia ZZL DC1 2Cy D --- D (C, de cbdigos lineares ¢-drios e parametros
0<r <rg<--<rgeh,.. h, €7Zjtais que Ci+ = (hy,..., h,,) parai = 1,2, ..., a, seja
Ap1 o reticulado obtido via Construgao D a partir da cadeia C’ll - Cj Cc...C Cj- C ZZL
(usando os parametros 71,72, ..., 7q, R1, ..., by, ), isto é,

Ta—i+1

= i 1 i ;
ADL—{qz—i—Z Z oz;.). o(hj) zeZ”eag-)E{O,l,...,ql—l}}.

i—1
i=1 j=rq_;+1 q

Seja Aps o reticulado obtido via Construgao D’ a partir da cadeia Ly 2C1 20,2+ 2
C,, (usando os parametros ri, 72, ...,7q, h1, ..., by, ). Nessas condigbes obtemos os seguintes
resultados:

Teorema 3.2. Seja Z;‘ ODC; DCy D -2 C, uma cadeia de codigos lineares. Temos
que qAT,, = Apr. Além disso, M € uma matriz geradora de A1 se e somente se q(M?H)~!
€ uma matriz geradora de Apr.

Demonstragdo. Seja H a matriz, cujas linhas sao

o(hy),...,o0(hr)sqo(Rpi41)s s qo(Ryy), ooy qa_la(hra_lﬂ), . qa_la(hra).
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Temos que

opa gl y=gqx,qr €Z"e Hx' =0 mod ¢* !

Yy c qA*DL
— yeZ'eHy'=0 mod ¢°
Lema 3.2 y e AD/

Logo gA},1 = Apr. Observamos que M é uma matriz geradora de Ap. se e somente se
(M*)~1 ¢ uma matriz geradora de A7, . Portanto M ¢ uma matriz geradora de Ap. se e
somente se ¢(M?)~! é uma matriz geradora de Ap/, pois Apr = qAy. - O

Corolario 3.1. A cadeia Cll - Cj- Cc...C Cj- C ZZ € fechada sob a adi¢do zero-um se
e somente se Apr = q“I‘*EL = q“A%l, onde FBL e Abi sdo obtidos via Contrucdo D a

partir da cadeia CIL C CQL Cc...C Cj‘ C Z;‘.

Demonstragao. O Teorema 3.1 garante que a cadeia Cf- C CQL c...C C’j‘ - Z’(; é fechada
sob a adicao zero-um se e somente se AﬁL =I5 = q“_lA pL. Por outro lado, AEL =

5t = q“ 'Ap1 se e somente se I‘%L = A%l = ( N ) = (1% 1) =(1/¢*)Ap.
Logo a cadeia C’f‘ C Cﬁ- Cc...C C’aL C Zg é fechada sob a adl(;ao zZero-um se e somente se
Apr = an%J_ = qu%J_’ 0

Teorema 3.3. [8] Sejam hi, ..., h,, € Zi vetores ndo nulos tais que
1. CeL = (h1, -'-,hw) para £ =0,1,...,a

2. Alguma permutagao das linhas da matriz, cujas linhas sao o(hy),...,o(h,,), forma
uma matriz “triangular superior” (resp. inferior) na forma escalonada.

3. Para cada j € {1,...,r}, a primeira (resp. tltima) componente ndo nula do vetor
o(h;j), denotada por «j, divide q e todas as demais componentes do mesmo.

Entdo existe uma base para o reticulado A7, formada pelos ro vetores (1/¢" Yo (h;), onde
1<i<aersy; <j<rgit1, mais n — rq vetores do tipo (0, ...,0,q,0,...,0) de modo
que alguma permutacao das linhas da matriz, cujas linhas sao os elementos desta base,
forma uma matriz M triangular superior (resp. inferior). Em particular, M é uma matriz
geradora de Af) e

o~
m

Te

det Af = det (MM*) = (Ha]> ( ) i

Corolario 3.2. Nas condigcoes do Teorema 3.3, temos que

Ta -2
det AD’ = (H Oéj) (q2>
Jj=1

Em particular, quando ¢ = 2 temos det Ap = 42=17¢,

Te

~
-
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7
Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2, ¢(M?)~1 é uma matriz geradora de Ap/. Logo
det Apr = det [q(M") " (g(M")™)"] = (¢*)" det (MM*) ™" = (¢°)"(det Apr)~".
Para concluir a prova, basta aplicar o Teorema 3.3. ]

Exemplo 3.1. Seja a cadeia de cédigos lineares Z3 O C1 D Cy, onde C; = ((1,2)) e
Cy = ((2,4)). Temos que Cf = {(z,y) € Z&x +2y = 0} = ((4,1)) e Cy = {(z,y) €
Z3;2x + 4y = 0} = ((4,1),(3,0)). Seja Apr o reticulado obtido via Construcio D a
partir desta cadeia usando os parametros r1 = 1,79 = 2,h; = (4,1) e hgy = (3,0). Estes
parametros satisfazem as condigoes 1, 2 e 3 do Teorema 3.3, logo

det Apy = (3-1)2(6%) " = (6/3)° = 72°

e matrizes geradoras para ApiL e Apr sdo dadas respectivamente por

I R R |
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