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Resumo. A procura dos niimeros inteiros n que representem areas de tridangulos retangulos e
cujos lados sejam nimeros racionais é conhecido como o Problema dos Nimeros Congruentes.
Este problema apareceu pela primeira vez nos manuscritos arabes, por volta de 900 A.C. Em
1983, J. B. Tunnell deu uma resposta conjectural a este problema, provando que se existe um
tridngulo com &rea n (seja este par ou {fmpar), entao o ntimero de solugoes pares é igual ao
nimero de solugbes {mpares (para certas equagoes Diofantinas). Recentemente o Problema
dos Nimeros Congruentes veio a tona de novo com a descoberta da sua forte conexdo com
a Aritmética da Curvas Elipticas, um assunto muito discutido nas ultimas décadas. Neste
trabalho apresentamos trés versoes equivalentes do Problema dos Numeros Congruentes: A
versao original, a versao triangular e a versao com Curvas Elipticas.
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1 Introducao

O problema dos Ntumeros Congruentes foi declarado pelo matemético persa Al-Karaji
(953 — 1029). Sua versao nao considerava triangulos, mas a expressava em termos de
numeros quadrados, nimeros que sao quadrados de nimeros inteiros: 1,4,9, 16, 25,36, - - -,
os quadrados de nimeros racionais: 25/9,49/100, 144/25, etc. A questao indagada por
ele era: Se para qualquer ntmero inteiro n existe um quadrado a2, entdo a®> —n e a®> +n
sao também quadrados? Quando isto for verdade, n é dito nimero congruente. O nome
vem do fato de que existem trés quadrados que sdo congruentes moédulo n. Al-Karaji
foi fortemente influenciado pela traducao arabe das obras do matemaético grego Diofanto
(210 — 290), o qual ja estudava e elaborava problemas similares.

Houve um certo progresso nos mil anos seguintes. Em 1225, Fibonacci demonstrou
que os numeros 5 e 7 sao congruentes e conjecturou que o numero 1 nao é congruente.
A prova foi fornecida por Fermat em 1659. Em 1915, os niimeros congruentes menores do
que 100 ja foram determinados e, em 1952, Kurt Heegner, introduziu profundas técnicas
matematicas sobre este assunto e mostrou que todos os niimeros primos, na sequéncia
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5,13,21,29,---, sao congruentes. No entanto, até 1980 haviam ainda alguns casos, de
nimeros menores do que 1000, que nao foram resolvidos.

Em 1982, J. B. Tunnell, da Universidade Rutgers, fez progressos significativos via a co-
nexao (Heegner foi o primeiro em usar) entre os nimeros congruentes e as curvas elipticas.
Ele encontrou uma simples férmula para determinar se um nimero n é ou nao congru-
ente. Isto permitiu que os primeiros mil casos fossem rapidamente resolvidos. A questao
é que a total validade da sua férmula depende da veracidade de um caso particular, que
é um dos problemas pendentes na matematica, conhecido como a Conjectura de Birch e
Swinnerton-Dyer. Esta conjectura é um dos Sete Problemas do Milénio, apresentados pelo
Instituto Clay de Matematica, com um prémio de um milhao de ddlares.

2 As duas primeiras versoes do problema

Segundo um manuscrito arabe do século X, o principal objetivo dos triangulos retangulos
racionais é a seguinte questao:

Problema dos Nimeros Congruentes: Versdo |: Dado um nimero inteiro positivo n, en-
contrar um racional quadrado a? (a € Q*) tal que a® & n sejam ambos racionais quadrados.

Definicao 2.1. Um inteiro n € um numero congruente se existir um racional quadrado
a® tal que a® £ n sejam ambos racionais quadrados.

Exemplo 1:

41
(1) 5 é um ndimero congruente pois existe a = D) tal que

AN A A N EaY
12 S \12/) 7 \12 S \12)

5
(2) 6 ¢ um nimero congruente pois existe a = 3 tal que

0 - @ o)

. , . . 337
(3) 7 é um nimero congruente pois existe a = 190 tal que

8TVY o (L8)* (337T\* . (463)°

120 ~\120/) 7 \120 - \120) °
Definicao 2.2. Um triangulo retangulo é dito racional se seus lados e hipotenusa sao
todos numeros racionais.
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Problema dos Nimeros Congruentes: Versdo Il: Dado um nimero inteiro positivo n, en-
contrar um tridngulo retdngulo tal que seus lados sejam nilmeros racionais e sua area igual a
n.

As versoes I e IT do Problema dos Niumeros Congruentes sdo equivalentes, como se
mostra a seguir.

Versio I = Versao II: Seja n ntimero inteiro positivo e suponha que o?, 32,72 sdo
nimeros racionais quadrados cuja diferenga comum é n. Entao verifica-se que o tridngulo
retangulo com lados e hipotenusa

a=v—a, b=v+a, c=20

tem area n.
Versao I = Versdo I: Reciprocamente, suponha que temos um triangulo retangulo
racional [a, b, ¢|] com drea n. Entao os nimeros

() 6 (57

formam uma progressao aritmética de 3 niimeros racionais, cuja diferenca comum é n.

Exemplo 2:

(1) 5 6 a drea de um triangulo retangulo racional [%, 3, %]

(2) 6 é a area de um triangulo retangulo racional [3,4, 5].

(3) 7 é a drea de um triangulo retangulo racional [%, %, %].

Observagao 2.1. Assumimos que n € um inteiro positivo livre de quadrados (nao maltiplo
de nenhum quadrado), ji que se la,b,c] é um triangulo retangulo com drea n, entao
[ak, bk, ck] € também um triangulo retdngulo com drea nk?, onde k € qualquer mimero

racional.
Teorema 2.1. (Fermat) Os nimeros 1,2,3 nao sdo congruentes.

Demonstragao: Sejam (a, b, ¢) niimeros inteiros positivos, dois a dois coprimos, tal que
a’® + > = 2. Entao existe um par de inteiros positivos coprimos (p,q), com p + q impar,
tal que
2

a=2pq, b=p*—¢* c=p’+q%

Obtemos assim um nimero congruente gerado pela férmula:

oo P+ a)p—q)
m2

Agora suponha que 1 seja um nimero congruente. Entao existe um triangulo retangulo
com lados inteiros [a, b, c|] com 4rea minima m? = pqg(p + q)(p — q).
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Como os 4 fatores de m? sdo coprimos, entao

p=2> qg=y* ptg=1’ p—gqg=1"
Assim obtemos a equagao
(u+v)* 4 (u—v)? = (22)*.

Logo a terna (u + v,u — v,2z) forma um triangulo retdngulo com menor 4rea 32, o que
é uma contradi¢ao pois tinhamos um triangulo retangulo, [a,b,c|, cuja drea minima era
m? = pq(p+q)(p — q). Portanto 1 ndo é um nimero congruente. Analogamente se mostra
que 2 e 3 nao sao numeros congruentes e assim esta mostrado o resultado.

Corolério 2.1. (O triangulo retangulo de Fermat) Se n é um quadrado, entdo n ndo €
um numero congruente.

Observagao 2.2. Embora se tenha a férmula

_palp+a)(p—q)

n= 5 ,
m

para gerar numeros congruentes, ela é pouco eficiente. Por exemplo, n = 157 € a drea de

um triangulo retangulo racional cujos catetos e hipotenusa sao [Yan/

411340519227716149383203
21666555693714761309610

~ 6803298487826435051217540
 4113405192277161493833203°
~224403517704336969924557513090674863160948472041
~8912332268928859588025535178967163570016480830
Estes resultados se devem ao matemdtico americano D. B. Zagier. Este fato coloca em
evidéncia, mais uma vez, que matemdticos nao podem ser substituidos por computadores.

3 Curvas Elipticas: Terceira versao

Definicao 3.1. Uma curva eliptica é uma curva algébrica (plana) definida por uma
equagdo cubica da forma

E:y*=a2*+ax+b, (a,bcZ)
com A\ = 4a® + 27b% # 0.

O niimero A é o discriminante do polinémio cibico f(x) = 2% + ax + b e a condicio
A # 0 equivale a dizer que f(x) nao tem raizes repetidas em C. Este polinémio tem 3
raizes reais ou apenas uma (pois as raizes complexas aparecem em pares).

Seja E(Q) o conjunto de pontos racionais da curva eliptica F, ou seja, o conjunto de
pontos (z,y) € Q? que satisfazem a equacio acima, junto com o ponto O no infinito. Este
ponto hipotético O deve ser considerado como um ponto que se encontra em ambas as
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”pontas” de cada reta vertical. Uma forma precisa de explicar o ponto O é através do
mergulho da curva afim no seu ”completamento”, que é uma curva projetiva.

Os seguintes dois fatos a respeito das curvas elipticas sao destacaveis:

1. Uma curva eliptica pode ou nao ter um nimero infinito de pontos racionais. O fato
de curvas elipticas terem um numero finito de pontos racionais é ainda uma questao em
aberto.

2. O conjunto F(Q) tem uma estrutura de grupo abeliano. Denota-se a operagao no
grupo por @ (ndo confundir com a operagio de adi¢do em R?). Esta é dada pelo método
da corda e tangente. A soma de dois pontos pode ser explicitamente calculada como
segue (algebricamente isto nao faz diferenga, mas vamos ilustrar apenas no caso em que
23 + az + b tem uma tnica raiz real).

Para somar dois pontos P, = (z1,y1) e P» = (x2,y2) de E(Q) intersetamos a reta
(corda) L, passando por P; e P, (esta serd tangente a E em P se P, = P, = P) com E.
A reta corta a cubica em 3 pontos (onde conta-se o ponto O como ponto de E e, no caso
da reta tangente a F, conta-se o ponto de tangéncia como 2 pontos). Seja P3 = (x3,y3) 0
ponto de interse¢ao de F com L. Entao P, + P> = (x3,—y3). O ponto no infinito O atua
como identidade ja que quasquier 2 pontos de F(Q) que pertencam & reta vertical serdo
colineares com O. Verifica-se entao que P; & P» € E(Q).

Deixando de lado os casos triviais quando P; = — P, ou quando pelo menos um deles
é igual a O, podemos calcular as coordenadas de P; + P». Para um ponto P = (z,y),
seja x = x(P) a z-coordenada de P (similarmente para y(P)) e seja L a reta que surge da
defini¢ao de adicao, tendo por equagao y = mx + [. Entao m = % e Q.

Substituindo na equacao da ciibica temos ' ’

2 —m?2? + (a —2ml)x +b—1*> = 0.

Como z1,x2 e x3 sdo as trés solucoes da igualdade acima, isto equivale a escrever
(x —z1)(x — z2)(z — z3) = 0 ou na forma expandida

- (1 + 29 + mg)x2 + (x122 + 223 + 2321 )T — T1X273 = 0.

Comparando o coeficientes obtemos

2
.TU(Pl + Pg) =x3 = m2 — (.%'1 + xg) = <y1y2> — (1'1 + 1‘2).
r1 — T2

Finalmente

+ 1.

I — T2 Iy — 22

y(PL+ Py) = <y1 _y2> [(yl _y2>2— (21 + 22)

Como [ é claramente racional, isto mostra que P, & P> tem coordenadas racionais.
Um caso especial de curva eliptica é dada por y?2 = 22 —nz, comn € N, n > 1. A

conexao entre numeros congruentes e curvas elipticas estd dada no seguinte resultado.
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Teorema 3.1. Um numero inteiro positivos n, livre de quadrados, € numero congruente
se e somente se a curva eliptica E, definida por

y? = 2% — n’z,

tem um numero infinito de pontos racionais.

Teorema 3.2. Paran > 0, existe uma correspondéncia 1 —1 entre os sequintes conjuntos:
1
{(CL, ba C) : CL2 + b2 = 025 iab = TL}, {(x,y) : y2 = 'Tg - n2x7y 7é O}

As correspondéncias mutuamente inversas entre os dois conjuntos sdo dadas por:

nb  2n? 22 —n? 2nz 2+ n?
(a7 b? C) b ) (x7 y) ) b .
c—a c—a Y Y Y

Demonstragao: Fixemos o nimero n > 0. As solugoes reais (a, b, ¢) para cada uma das
seguintes equacoes

1
a2 +b? =2, §ab:n,

descrevem uma superficie em R3. Por isso é natural esperar que essas duas superficies se
cortem em uma curva. Queremos descrever a tal curva y? = 22 — n?z sob a escolha certa
de coordenadas.

Seja ¢ = t+a. Substituindo em a?+b% = ¢?, obtemos b? = t?+2at, ou equivalentemente

2at = b?> — 2. Como ab = 2n # 0, entdo nem a nem b sdo nulos e assim podemos escrever
4dnt
a= 27” e substituir em 2at = b — 2, para obter - = b2 — 2, ou 4nt = b® — bt

Observemos que t # 0 pois caso contrario terfamos a = ¢ e entao b = 0. Mas lembre-se
que ab = 2n # 0. Assim, dividindo por t3, obtemos

an _ (0\° b
2\t t

3

Multiplicando ambos os lados por n° conseguimos

277,2 2 bn 3 2 bn
— | =—) —n"|—).
t t t
b b 2n®  2n?
Finalmente, fazendo =z = 7” =" . y = oA

c—a t c—a
3 _n2g.

# 0, obtemos a equacao da curva

eliptica y? = x

Observagao 3.1.

3

(1) A equagdo y? = 23 — n?x tem trés solugdes racionais triviais para y = 0 :

(0,0), (n,0),(—n,0).
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(2) A correspondéncia estabelecida no teorema 3.2 preserva positividade.
Problema dos Nidmeros Congruentes: Versdo Ill: Para um nidmero positivo n, encontrar

um ponto racional, com y # 0, sobre a curva eliptica E,, : 4% = 23 — n’z.

O teorema 3.2 estabelece a equivaléncia entre as versoes II e III do Problema dos
Numeros Congruentes. Portanto as versoes I, II e III sao equivalentes.

Observacao 3.2. O ponto de vista da equacio y> = x> —n’x permite fazer algo marcante:

produzir um novo triangulo retangulo racional com drea n a partir de dois triangulos
conhecidos (pela lei de grupo de pontos sobre curvas elipticas).

4 Conclusoes

O problema estudado, enunciado ha mais de mil anos, refere-se as dreas dos triangulos
retangulos. O problema é surprendentemente dificil na hora de determinar quais sao
0s numeros inteiros que representem a area de triangulos retangulos, cujos lados sejam
ndmeros inteiros ou racionais. Segundo Brian Conrey, Diretor do Instituto Americano de
Matemadtica, ”estes velhos problemas podem parecer escuros, mas geram uma grande quan-
tidade de pesquisas tteis e interessantes, assim como novos desenvolvimentos”.

Neste trabalho observamos que existem até trés formas diferentes (equivalentes entre si)
de se estudar o problema dos Numeros Congruentes. As duas primeiras sdo relativamente
mais faceis de estudar e analisar. A terceira forma, que requer o estudo de uma classe de
curvas cubicas (curvas elipticas), ¢ muito mais sofisticada. Seu uso requer um estudo mais
profundo de tépicos da Aritmética das Curvas Elipticas, uma grande area de estudo da
Geometria Algébrica.
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