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Resumo. Neste trabalho apresentamos o conceito de familias consistentes e alguns resulta-
dos teoricos, com o objetivo principal de desenvolver uma heuristica para a coloracao total
de grafos, procurando respeitar a conjectura de Vizing-Behzad. Para isso, definimos inicial-
mente alguns termos necessarios para a identificacao destas familias. Em seguida, provamos
quatro proposicoes relativas a este novo conceito, e finalizamos o texto fazendo a conexao
entre estas familias e a coloragao total.

Palavras-chave. Familia consistente, conjectura de Vizing, coloragao total.

1 Introducao

Existem diversas heuristicas que tratam o problema da coloracdo em grafos [2,4,5], e
neste trabalho, apresentamos alguns resultados teéricos e uma nova heuristica para obter
a coloracdo total de um grafo, com no méaximo A + 2 cores (conjectura de Vizing-Behzad),
baseada no conceito de familias consistentes. Este texto esta organizado da seguinte forma:
inicialmente apresentamos os conceitos de familia finita, subfamilia, multiplicidade, igual-
dade de familias e familia robusta, que serdo necessarios para a introducao dos conceitos
de famfilia consistente, elemento critico e familia associada. Em seguida, enunciamos e
provamos quatro proposicoes que serao uteis para a identificacdo e construcao das familias
consistentes. Finalizamos o trabalho fazendo a conexao entre estas familias e o processo
de coloracao total de grafos. Ressaltamos ainda, que das quatro proposi¢es apresentadas,
a 3.3 e a 3.4 representam novas contribuicoes para o desenvolvimento deste estudo.
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2 Definicoes e Notagoes Basicas

Defini¢ao 2.1 (Familia finita). Uma familia finita de partes de A, é uma fun¢ao f : I, —
P(A), onde I, denota o conjunto {1,2,3,4,...,n} para algum n € N. P(A) denota o
conjunto das partes de A e f =[f(1), f(2),..., f(n)] denota a familia f.

Daqui em diante usaremos simplesmente a palavra familia, para denotar uma familia
finita de partes de A.

Definigao 2.2 (Subfamilia). Sejam f : I,, — P(A) e g : I, = P(A) familias, diz-se que
g € subfamilia de f, se existe uma fungao ingetiva h : I, — I, tal que g(i) = f(h(3)),
para todo i € I,,. Neste caso, usamos a notacdo g < f.

Antes de continuar com as defini¢ées vamos introduzir algumas notagdes necesséarias
para a clareza do texto.

e fV g denota a menor familia h, tal que f < h e g < h, ou seja, se existe outra familia
u, tal que f < wu e g <wu, entdo h < u;

f A g denota a maior familia h, tal que h < f e h < g, ou seja, se existe outra familia
u, tal que u < f e u < g entao u < h;

e U(f) denota o conjunto G f@);

=1
n vezes
e | X| denota a cardinalidade do conjunto X; [X]" denota a familia [ X, X, -+, X |;
e |f| denota a cardinalidade do dominio da familia f, i.e. se f: I, = P(A),n € N, | f|

denota o nimero n;
e X € f denota que existe i € I, tal que f(i) = X, onde f: I, — P(A).

Definigao 2.3 (Multiplicidade). Sejam f uma familia e X € f, diz-se que X tem multipli-
cidade n em f, se a familia [X|" é subfamilia de f, mas a famdia [X]"*! nao ¢ subfamilia
de f. Denotaremos a multiplicidade do conjunto X na famdia f por pp(X).

Defini¢ao 2.4 (Igualdade de familias). Dadas duas familias f e g diz-se que f = g se
f<geg<f.

Definicao 2.5 (Familia robusta). Uma familia f é dita robusta, se | U (f)| > |f].

Defini¢ao 2.6 (Familia consistente). Uma familia f : I, — P(A) € dita consistente, se
toda subfamilia de f € robusta.

Definig¢ao 2.7 (Elemento critico). Sejam f = [X1, Xo, -+, X,] uma familia consistente
ei € I,. Um elemento x € A é dito critico de X; com rela¢ido a [ ou simplesmente critico
de X; (se nao existir ambigiidade), se as sequintes condigoes sao verificadas:

1. x e X,
2. A familia f' = [X1, Xo, ---, (X; —{z}), ---, Xy] nao é consistente.
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3 Resultados e Definicoes das Familias Consistentes

Proposigao 3.1. Dadas duas familias f e g, entio |U(fVg)| = |U(f)|+|U(g)|—(U(f))N
Ll e lfvgl=I[fl+1gl = If Agl.

Demonstrag¢io. Dado que para quaisquer conjuntos X e Y tem-se que [XUY| = | X|+|Y|—
|X NY], tomando X = U(f) e Y = U(g) o primeiro resultado é imediato. Adicionalmente,

temos que [f| = 3 pp(X), lgl = X pe(X), ppvg(X) = maz{pp(X), ug(X)},
XEP(A) XeP(A)

Ling(X) = min{pp(X), ug(X)} e maz{a,b} = a+b—min{a, b} para quaisquer que sejam
a e b de onde segue o segundo resultado.

O

Proposicao 3.2. Sejam f = [X1, Xo, -+, X, uma familia consistente, ig € I, e x € A
elemento critico de X;,, entdo existe uma subfamilia g : I, — P(A) de f tal que:

1. X;, €g,

2. JU(g)l=m+1e

3. x € critico de X;, com relacao a g.
Demonstragiao. Como x é critico de X, entdo a familia, f' = [X1, Xo, -+ , X;y — {z}, -+, X}
nao é consistente, i.e. existe uma subfamilia ¢ = [Y1,Ys,---,Y;,] de f/ que nédo é ro-

busta. E claro que (X;, — { # }) € ¢, pois caso contrario ¢’ seria subfamilia de f e toda
subfamilia de f é robusta. Seja entao jo, tal que Y, = (X;, —{ « }). A subfamilia
g=M,Ys,--- Y, U{z}, -, Y] de f satisfaz as condi¢oes desejadas.
De fato, basta observar que (U(g) — {z}) = U(¢’), pois g é robusta e ¢’ ndo. Logo
|U(9)] = [(U(¢")| + 1, de onde se deduz facilmente que | U (g)] = m + 1.
O

Proposicao 3.3. Dadas duas familias f e g, entao U(f A g) C (U(f) NU(g)).

Demonstracao. Seja x € U(f A g), entao existe um conjunto X € (f A g), tal que z € X.
Agora, se X € (f Ag), entdo X € fe X € g. Dai, X C (U(f) NU(g)).
Logo, = € (U(f) NU(9))-

Py

O]

Defini¢ao 3.1 (Familia associada). Dados uma familia consistente f e um elemento critico
x de X € f, uma subfamilia g de f € dita associada a x relativamente a X e f, ou
simplesmente associada a x, se nao existir ambiguidade se satisfaz as sequintes condigdes:

1. JU(g)l =lgl +1,
2. x € critico para X com relagdo a g e
3. Se existe uma subfamilia ¢’ de g satisfazendo as condigoes 1 e 2, entdo g’ = g.

Proposicao 3.4. Sejam f = [X1, Xo, -+, X,| uma familia consistente e ig € I,. Entao
uma e somente uma das afirmacdes sequintes é verdadeira:
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1. | X5 =2 ou

2. X, contém no mdzimo um elemento critico.

Demonstrag¢ao. Sejam , g = [Y1,Ya, -+ ,Y,,] uma subfamilia de f, x elemento critico de
X, com relacao a f, de forma que g é associada a x com relacao a f e X;,. Sem perder
generalidade suponhamos que X;, = Yy, e seja ¢’ = [Y1,Y2, -+, Yin—1]. Antes de iniciar a

prova da proposicao serd necessario provar alguns fatos:

Fato 1. x ¢ U(q).

Prova: Suponhamos que z € U(¢'), entdao g1 = [Y1,Ya, - ,Y,, — {x}] é robusta,
mas nao ¢ consistente, logo existe go = [Wy, Wa, -+, W] subfamilia de g; que nao é
robusta. Sem perder generalidade sejam Wy = (Y, — {z}) e g3 = [W1, Wa, - ,W U
{z}], se x € U(ga), entdo g3 nao ¢ robusta, mas g3 ¢ uma subfamilia de f o que é
uma contradigéo, logo x € U(ga2). Como x € U(¢'), entdo g3 < g, |g3] = | U (g3)| + 1,
x € critico para W, U {z} = X, com relacdo a g3 € g3 # ¢, 0 que é uma contradi¢do.

Fato 2. (X;, — {z}) C U(¢).

Prova: Suponhamos que existe z € X, tal que z # z e z ¢ U(¢'). Pelo fato 1, temos
xg U(g) Dal [U(g)[ <[U(g)l-2=(m+1)-2=m—1lelg[=]g|-1=m-1,
portanto ¢’ ndo é robusta. Mas ¢’ < f, logo f ndo pode ser consistente o que é um

absurdo.

Fato 3. A familia: g; = [Y1,Ys, -+, Y, — {x}] ndo é robusta.
Prova: Como z & U(¢') e U(g) = m+ 1, entdao | U (g1)] = m e como |g1| = m, entdo

g1 nao é robusta. | [J fato 3

Continuamos agora com a prova da proposi¢do. Se |X;,| = 2, entdo para qualquer
elemento u € X;, a familia [X;, — {u}] ndo é robusta, pois os dois elementos de X;, sdo
criticos.

Se |Xi,| > 2, suponhamos que existe y # x outro elemento critico de X;, e h =
[Z1,Z5,- -+, Z4] a familia associada a y com relacao a X;, e f. Novamente por facilidade,
suponhamos que X;, = Z; e seja ' = [Z1,Zs,- - , Z;—1]. Pela proposi¢ao 3.1, temos que
19V bl = gl + bl — lg Akl e [U(gV B) = |U ()] + | U (B)] — |(U(g)) N (U(R))]. Como
g=9g U{X;;} e h=nU{X;,}, entdo [gV h|=m+t— (1+|(¢ AR')|). Por outro lado,
[U@VR) = (m+ 1)+ (+1) — @+ [(U(g) N (UE)] = m + 1t — |(U(g) N (UE)].
Basta observar que pelo fato 1, z ¢ (U(g')) e y ¢ (U(R')) e pelo fato 2 (X;, — {z}) C U(¢")
e (Xi, — {y}) CU(R). Como |X;,| > 2, entdo existe pelo menos um elemento z € X, tal
que z £ x e z #y. Pelo fato 2, z € U(¢') e z € U(K), entao |(U(g")) N (U(R"))] > 1.

Agora as familias ¢’ e h’ ndo tém elementos em comum (I) ou (¢’ AR') é robusta (II), pois
(¢’ AR) & subfamilia de f. De (1), [gVh| =m+t—1e|U(gVh)| =m+t—|(U(g"))N(UR))],
mas |[(U(g")) N (U(R))| > 1, entdo |U(gV h)| <m+t—1=|gVh|l. Oqueé uma
contradigdo, pois (¢ V h) é subfamilia de f. De (II), [gV h| =m+t— (1 +|(g AR)|) e
|U(gVh)| =m+t—|(U(g"))N(U(R))|. Pela proposicao 3.3, |U(gVh)| < m+t—|U(g'AR)|.
Como (¢’ A h') € robusta, entdao |U (¢’ AR)| > 1+ [(¢' AR)|. Logo, |U(gVh)| <|gVh|
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O que é uma contradicdo, pois (g V h) é subfamilia de f.

Exemplo 3.1 (Familias robustas, consistentes, elemento critico, familia associada).

}7 [ = [{17273}7{273}7{274}]'
17273}7 f(2) = {2>3}7 f(3) = {2a4}'

}7 g = [{17 2, 3}7 {374}7 {374}]'
1, 2a3}7 9(2) = {334}7 9(3) = {374}'

1. A=1{1,2,3,
n=3, f(1)

2. A=1{1,2,34,
n=3,g(1) =

4,

[ a1

—

No exemplo 3.1, a familia f é robusta e consistente, vejamos:
Ifl =3 < |U(f)] = I{1,2,3,4}] = 4, logo f é robusta. Como U([f(1), f(2)])
U(f(1), fB3)]) =4 e U([f(2),fB3)]) = 3 e U(f(D)]) = 3, U([f(2)]) = V(FB)]) =
também é consistente.

Ja a familia g é robusta mas nfo é consistente:
g/ = 3 < | U (g)] = 4, logo g ¢ robusta. Mas |[g(2), g(3)]| = 2 = | U ([9(2), 9(3)])], logo g
nao é consistente.

No mesmo exemplo, 1 é elemento critico de {1,2,3} para a familia f, pois a familia
[{2,3},{2,3},{2,4}] ndo é consistente, a familia associada a 1 é [{1,2,3},{2,3}].

4 Coloracao Total a partir das Familias Consistentes

Conceitos introdutorios sobre grafos e coloragdo podem ser encontrados em [1] e [3].
Conceitos mais especificos sobre coloragao, tais como coloragao total e coloragdo com folga
de ordem k, podem ser vistos em [6] e [7].

Abaixo ilustramos o passo a passo da coloragdo total de um grafo 3 regular, a partir do
conceito das familias consistentes. Segundo [6] todo grafo G # C5 pode ser colorido com
folga 2 com no méximo A + 2 cores. Iniciamos gerando uma coloragdo de vértices com
folga 2.

@) @ ®

(a) Grafo 3-regular (b) Coloragao de vértices com folga 2
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Na sequencia associamos a cada aresta um conjunto de cores permissiveis a ela, respei-
tando a conjectura de Vizing-Behzad, e a cada vértice associamos a familia formada pelos
conjuntos de cores correspondentes as arestas incidentes nele. E facil ver que estas familias
sao todas consistentes, uma vez que a coloracgao é com folga 2. O préximo passo é destacar
os elementos criticos das familias consistentes relacionadas a cada vértice. Optamos por
inserir um sobreindice no elemento critico relativo & famflia ligada ao vértice de mesmo
subindice.

—_

{2,4,5} {2',4,5}
. 3) @ 3

(33,4,5}

{3,4,5} {2,4,5} 34,5} {2,4,5}

@ {374’5} \D @ {36,4’5} \D

Em seguida iniciamos a coloracdo das arestas, escolhe-se uma aresta do grafo, por
exemplo, aresta vavg e atribui-se a ela uma cor que nao elimine nenhum elemento critico
das familias relacionadas aos seus vértices extremos. Cada aresta colorida é marcada (nas
figuras aparecem com linhas mais espessas) e a cor escolhida para esta aresta é removida
dos conjuntos associados as arestas adjacentes a ela. Note que a cor escolhida em cada
passo mantém a consisténcia de todas as familias associadas aos vértices, pois ndo foram
removidos os elementos criticos. Esse processo se repete até a coloracao total do grafo ou
até ndo existir uma aresta factivel de ser colorida por esse método. Neste caso, se completa
a coloragdo com o menor niimero de cores possivel.

@ {214} @ @ {2',4} @ @ 2 /:—)))

{3%,4,5}

{3,4,5} 5 {345} 5 {345}

&)

fu—
DO

{36,4} \) C} {36,4} \D @ {36’4} @
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{3,4,5}

@/ {3614} @

5 Conclusoes

Este trabalho, como salientamos, apresentou resultados que mostram o potencial do
conceito de familias consistentes no desenvolvimento de uma heuristica para a coloracao to-
tal de grafos, procurando respeitar a conjectura de Vizing-Behzad. Ressaltamos ainda, que
o fato de estarmos colorindo totalmente um grafo, ndo impede a busca por uma coloracao
total e equilibrada, conforme pode ser observado no exemplo acima. Para trabalhos futuros,
pretendemos apresentar novas proposicoes que garantam a coloracao total de subfamilias
de grafos, respeitando a conjectura de Vizing-Behzad, utilizando o conceito de familias
consistentes, além de implementar e testar computacionalmente a heuristica proposta.

Referéncias

[1] J. Bondy, U. Murty. Graph Theory with Applications. North-Holland, New York, 1976.

[2] M. Chams, A. Hertz and D. de Werra, Some experiments with simulated annealing
for coloring graphs, European Journal of Operational Research, 32:260-266, 1987.

[3] R. Diestel. Graph Theory. Springer-Verlag, New York, 1997.

[4] P. Galinier and A. Hertz, A survey of local search methods for graph coloring, Com-
puters & Operations Research, 33:2547-2562, 2006.

[5] A. Hertz and D. de Werra, Using tabu search techniques for graph coloring, Compu-
ting, 39:345-351, 1987.

[6] A.R. G. Lozano and C. V. P. Friedmann and C. F. E. M. Waga and L. Markenzon. Co-
loragao de Vértices com Folga, Anais do Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional
(XLI SBPO), Porto Seguro, Bahia, Brasil, 2009.

[7] H. Yap. Total colourings of graphs. Springer, Berlin, 1996.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0230 010230-7 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0230

