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Resumo. Neste trabalho apresentamos o conceito de famílias consistentes e alguns resulta-

dos teóricos, com o objetivo principal de desenvolver uma heurística para a coloração total

de grafos, procurando respeitar a conjectura de Vizing-Behzad. Para isso, de�nimos inicial-

mente alguns termos necessários para a identi�cação destas famílias. Em seguida, provamos

quatro proposições relativas a este novo conceito, e �nalizamos o texto fazendo a conexão

entre estas famílias e a coloração total.
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1 Introdução

Existem diversas heurísticas que tratam o problema da coloração em grafos [2, 4, 5], e
neste trabalho, apresentamos alguns resultados teóricos e uma nova heurística para obter
a coloração total de um grafo, com no máximo ∆ + 2 cores (conjectura de Vizing-Behzad),
baseada no conceito de famílias consistentes. Este texto está organizado da seguinte forma:
inicialmente apresentamos os conceitos de família �nita, subfamília, multiplicidade, igual-
dade de famílias e família robusta, que serão necessários para a introdução dos conceitos
de família consistente, elemento crítico e família associada. Em seguida, enunciamos e
provamos quatro proposições que serão úteis para a identi�cação e construção das famílias
consistentes. Finalizamos o trabalho fazendo a conexão entre estas famílias e o processo
de coloração total de grafos. Ressaltamos ainda, que das quatro proposições apresentadas,
a 3.3 e a 3.4 representam novas contribuições para o desenvolvimento deste estudo.
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2 De�nições e Notações Básicas

De�nição 2.1 (Família �nita). Uma família �nita de partes de A, é uma função f : In →
P (A), onde In denota o conjunto {1, 2, 3, 4, . . . , n} para algum n ∈ N. P (A) denota o

conjunto das partes de A e f = [f(1), f(2), . . . , f(n)] denota a família f .

Daqui em diante usaremos simplesmente a palavra família, para denotar uma família
�nita de partes de A.

De�nição 2.2 (Subfamília). Sejam f : In → P (A) e g : Im → P (A) famílias, diz-se que

g é subfamília de f , se existe uma função injetiva h : Im → In, tal que g(i) = f(h(i)),
para todo i ∈ Im. Neste caso, usamos a notação g < f .

Antes de continuar com as de�nições vamos introduzir algumas notações necessárias
para a clareza do texto.

• f ∨g denota a menor família h, tal que f < h e g < h, ou seja, se existe outra família
u, tal que f < u e g < u, então h < u;

• f ∧ g denota a maior família h, tal que h < f e h < g, ou seja, se existe outra família
u, tal que u < f e u < g então u < h;

• ∪(f) denota o conjunto
n⋃

i=1
f(i);

• |X| denota a cardinalidade do conjunto X; [X]n denota a família [

n vezes︷ ︸︸ ︷
X,X, · · · , X ];

• |f | denota a cardinalidade do domínio da família f , i.e. se f : In → P (A), n ∈ N, |f |
denota o número n;

• X ∈ f denota que existe i ∈ In, tal que f(i) = X, onde f : In → P (A).

De�nição 2.3 (Multiplicidade). Sejam f uma família e X ∈ f , diz-se que X tem multipli-

cidade n em f , se a família [X]n é subfamília de f , mas a família [X]n+1 não é subfamília

de f . Denotaremos a multiplicidade do conjunto X na família f por µf (X).

De�nição 2.4 (Igualdade de famílias). Dadas duas famílias f e g diz-se que f = g se

f < g e g < f .

De�nição 2.5 (Família robusta). Uma família f é dita robusta, se | ∪ (f)| > |f |.

De�nição 2.6 (Família consistente). Uma família f : In → P (A) é dita consistente, se

toda subfamília de f é robusta.

De�nição 2.7 (Elemento crítico). Sejam f = [X1, X2, · · · , Xn] uma família consistente

e i ∈ In. Um elemento x ∈ A é dito crítico de Xi com relação a f ou simplesmente crítico

de Xi (se não existir ambigüidade), se as seguintes condições são veri�cadas:

1. x ∈ Xi,

2. A família f ′ = [X1, X2, · · · , (Xi − {x}), · · · , Xn] não é consistente.
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3 Resultados e De�nições das Famílias Consistentes

Proposição 3.1. Dadas duas famílias f e g, então |∪(f∨g)| = |∪(f)|+ |∪(g)|−|(∪(f))∩
(∪(g))| e |f ∨ g| = |f |+ |g| − |f ∧ g|.

Demonstração. Dado que para quaisquer conjuntos X e Y tem-se que |X∪Y | = |X|+|Y |−
|X ∩Y |, tomando X = ∪(f) e Y = ∪(g) o primeiro resultado é imediato. Adicionalmente,
temos que |f | =

∑
X∈P (A)

µf (X), |g| =
∑

X∈P (A)

µg(X), µf∨g(X) = max{µf (X), µg(X)},

µf∧g(X) = min{µf (X), µg(X)} e max{a, b} = a+b−min{a, b} para quaisquer que sejam
a e b de onde segue o segundo resultado.

Proposição 3.2. Sejam f = [X1, X2, · · · , Xn] uma família consistente, i0 ∈ In e x ∈ A
elemento crítico de Xi0, então existe uma subfamília g : Im → P (A) de f tal que:

1. Xi0 ∈ g,

2. | ∪ (g)| = m+ 1 e

3. x é crítico de Xi0 com relação a g.

Demonstração. Como x é crítico deXi0 então a família, f ′ = [X1, X2, · · · , Xi0 − {x}, · · · , Xn]
não é consistente, i.e. existe uma subfamília g′ = [Y1, Y2, · · · , Ym] de f ′ que não é ro-
busta. É claro que (Xi0 − { x }) ∈ g′, pois caso contrário g′ sería subfamília de f e toda
subfamília de f é robusta. Seja então j0, tal que Yj0 = (Xi0 − { x }). A subfamília
g = [Y1, Y2, · · · , Yj0 ∪ {x}, · · · , Ym] de f satisfaz as condições desejadas.

De fato, basta observar que (∪(g) − {x}) = ∪(g′), pois g é robusta e g′ não. Logo
| ∪ (g)| = |(∪(g′)|+ 1, de onde se deduz fácilmente que | ∪ (g)| = m+ 1.

Proposição 3.3. Dadas duas famílias f e g, então ∪(f ∧ g) ⊂ (∪(f) ∩ ∪(g)).

Demonstração. Seja x ∈ ∪(f ∧ g), então existe um conjunto X ∈ (f ∧ g), tal que x ∈ X.
Agora, se X ∈ (f ∧ g), então X ∈ f e X ∈ g. Daí, X ⊂ (∪(f) ∩ ∪(g)).

Logo, x ∈ (∪(f) ∩ ∪(g)).

De�nição 3.1 (Família associada). Dados uma família consistente f e um elemento crítico

x de X ∈ f , uma subfamília g de f é dita associada a x relativamente a X e f , ou

simplesmente associada a x, se não existir ambiguidade se satisfaz as seguintes condições:

1. | ∪ (g)| = |g|+ 1,

2. x é crítico para X com relação a g e

3. Se existe uma subfamília g′ de g satisfazendo as condições 1 e 2, então g′ = g.

Proposição 3.4. Sejam f = [X1, X2, · · · , Xn] uma família consistente e i0 ∈ In. Então

uma e somente uma das a�rmações seguintes é verdadeira:
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1. |Xi0 | = 2 ou

2. Xi0 contém no máximo um elemento crítico.

Demonstração. Sejam , g = [Y1, Y2, · · · , Ym] uma subfamília de f , x elemento crítico de
Xi0 com relação a f , de forma que g é associada a x com relação a f e Xi0 . Sem perder
generalidade suponhamos que Xi0 = Ym, e seja g′ = [Y1, Y2, · · · , Ym−1]. Antes de iniciar a
prova da proposição será necessário provar alguns fatos:

Fato 1. x 6∈ ∪(g′).
Prova: Suponhamos que x ∈ ∪(g′), então g1 = [Y1, Y2, · · · , Ym − {x}] é robusta,
mas não é consistente, logo existe g2 = [W1,W2, · · · ,Ws] subfamília de g1 que não é
robusta. Sem perder generalidade sejam Ws = (Ym−{x}) e g3 = [W1,W2, · · · ,Ws ∪
{x}], se x ∈ ∪(g2), então g3 não é robusta, mas g3 é uma subfamília de f o que é
uma contradição, logo x 6∈ ∪(g2). Como x ∈ ∪(g′), então g3 < g, |g3| = | ∪ (g3)|+ 1,
x é crítico para Ws ∪ {x} = Xi0 com relação a g3 e g3 6= g, o que é uma contradição.
� fato 1

Fato 2. (Xi0 − {x}) ⊂ ∪(g′).
Prova: Suponhamos que existe z ∈ Xi0 , tal que z 6= x e z 6∈ ∪(g′). Pelo fato 1, temos
x 6∈ ∪(g′). Daí | ∪ (g′)| ≤ | ∪ (g)| − 2 = (m+ 1)− 2 = m− 1 e |g′| = |g| − 1 = m− 1,
portanto g′ não é robusta. Mas g′ < f , logo f não pode ser consistente o que é um
absurdo. � fato 2

Fato 3. A família: g1 = [Y1, Y2, · · · , Ym − {x}] não é robusta.
Prova: Como x 6∈ ∪(g′) e ∪(g) = m+ 1, então | ∪ (g1)| = m e como |g1| = m, então
g1 não é robusta. � fato 3

Continuamos agora com a prova da proposição. Se |Xi0 | = 2, então para qualquer
elemento u ∈ Xi0 a família [Xi0 − {u}] não é robusta, pois os dois elementos de Xi0 são
críticos.

Se |Xi0 | > 2, suponhamos que existe y 6= x outro elemento crítico de Xi0 e h =
[Z1, Z2, · · · , Zt] a família associada a y com relação a Xi0 e f . Novamente por facilidade,
suponhamos que Xi0 = Zt e seja h′ = [Z1, Z2, · · · , Zt−1]. Pela proposição 3.1, temos que
|g ∨ h| = |g| + |h| − |g ∧ h| e | ∪ (g ∨ h)| = | ∪ (g)| + | ∪ (h)| − |(∪(g)) ∩ (∪(h))|. Como
g = g′ ∪ {Xi0} e h = h′ ∪ {Xi0}, então |g ∨ h| = m+ t− (1 + |(g′ ∧ h′)|). Por outro lado,
| ∪ (g ∨ h)| = (m + 1) + (t + 1) − (2 + |(∪(g′)) ∩ (∪(h′))| = m + t − |(∪(g′)) ∩ (∪(h′))|.
Basta observar que pelo fato 1, x /∈ (∪(g′)) e y /∈ (∪(h′)) e pelo fato 2 (Xi0 −{x}) ⊂ ∪(g′)
e (Xi0 − {y}) ⊂ ∪(h′). Como |Xi0 | > 2, então existe pelo menos um elemento z ∈ Xi0 , tal
que z 6= x e z 6= y. Pelo fato 2, z ∈ ∪(g′) e z ∈ ∪(h′), então |(∪(g′)) ∩ (∪(h′))| ≥ 1.

Agora as famílias g′ e h′ não têm elementos em comum (I) ou (g′∧h′) é robusta (II), pois
(g′∧h′) é subfamília de f . De (I), |g∨h| = m+t−1 e |∪(g∨h)| = m+t−|(∪(g′))∩(∪(h′))|,
mas |(∪(g′)) ∩ (∪(h′))| ≥ 1, então | ∪ (g ∨ h)| ≤ m + t − 1 = |g ∨ h|. O que é uma
contradição, pois (g ∨ h) é subfamília de f . De (II), |g ∨ h| = m + t − (1 + |(g′ ∧ h′)|) e
|∪(g∨h)| = m+t−|(∪(g′))∩(∪(h′))|. Pela proposição 3.3, |∪(g∨h)| ≤ m+t−|∪(g′∧h′)|.
Como (g′ ∧ h′) é robusta, então | ∪ (g′ ∧ h′)| ≥ 1 + |(g′ ∧ h′)|. Logo, | ∪ (g ∨ h)| ≤ |g ∨ h|.
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O que é uma contradição, pois (g ∨ h) é subfamília de f .

Exemplo 3.1 (Famílias robustas, consistentes, elemento crítico, família associada).

1. A = {1, 2, 3, 4, 5}, f = [{1, 2, 3}, {2, 3}, {2, 4}].
n = 3, f(1) = {1, 2, 3}, f(2) = {2, 3}, f(3) = {2, 4}.

2. A = {1, 2, 3, 4, 5}, g = [{1, 2, 3}, {3, 4}, {3, 4}].
n = 3, g(1) = {1, 2, 3}, g(2) = {3, 4}, g(3) = {3, 4}.

No exemplo 3.1, a família f é robusta e consistente, vejamos:
|f | = 3 < | ∪ (f)| = |{1, 2, 3, 4}| = 4, logo f é robusta. Como ∪([f(1), f(2)]) = 3,
∪([f(1), f(3)]) = 4 e ∪([f(2), f(3)]) = 3 e ∪([f(1)]) = 3, ∪([f(2)]) = ∪([f(3)]) = 2, f
também é consistente.

Já a família g é robusta mas não é consistente:
|g| = 3 < | ∪ (g)| = 4, logo g é robusta. Mas |[g(2), g(3)]| = 2 = | ∪ ([g(2), g(3)])|, logo g
não é consistente.

No mesmo exemplo, 1 é elemento crítico de {1, 2, 3} para a família f , pois a família
[{2, 3}, {2, 3}, {2, 4}] não é consistente, a família associada a 1 é [{1, 2, 3}, {2, 3}].

4 Coloração Total a partir das Famílias Consistentes

Conceitos introdutórios sobre grafos e coloração podem ser encontrados em [1] e [3].
Conceitos mais especí�cos sobre coloração, tais como coloração total e coloração com folga
de ordem k, podem ser vistos em [6] e [7].

Abaixo ilustramos o passo a passo da coloração total de um grafo 3 regular, a partir do
conceito das famílias consistentes. Segundo [6] todo grafo G 6= C5 pode ser colorido com
folga 2 com no máximo ∆ + 2 cores. Iniciamos gerando uma coloração de vértices com
folga 2.

v1 v2

v3

v4

v5 v6

(a) Grafo 3-regular

1 3

2

3

2 1

(b) Coloração de vértices com folga 2
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Na sequencia associamos a cada aresta um conjunto de cores permissíveis a ela, respei-
tando a conjectura de Vizing-Behzad, e a cada vértice associamos a família formada pelos
conjuntos de cores correspondentes as arestas incidentes nele. É fácil ver que estas famílias
são todas consistentes, uma vez que a coloração é com folga 2. O próximo passo é destacar
os elementos críticos das famílias consistentes relacionadas a cada vértice. Optamos por
inserir um sobreíndice no elemento crítico relativo à família ligada ao vértice de mesmo
subíndice.

1 3

2

3

2 1

{2,4,5}

{3,4,5}

{3,4,5}

{1,4,5}

{2,4,5}{1,4,5}

{1,4,5} {2,4,5}

{3,4,5}

1 3

2

3

2 1

{21,4,5}

{33,4,5}

{3,4,5}

{12,4,5}

{2,4,5}{1,4,5}

{15,4,5} {24,4,5}

{36,4,5}

Em seguida iniciamos a coloração das arestas, escolhe-se uma aresta do grafo, por
exemplo, aresta v2v6 e atribui-se a ela uma cor que não elimine nenhum elemento crítico
das famílias relacionadas aos seus vértices extremos. Cada aresta colorida é marcada (nas
�guras aparecem com linhas mais espessas) e a cor escolhida para esta aresta é removida
dos conjuntos associados as arestas adjacentes a ela. Note que a cor escolhida em cada
passo mantém a consistência de todas as famílias associadas aos vértices, pois não foram
removidos os elementos críticos. Esse processo se repete até a coloração total do grafo ou
até não existir uma aresta factível de ser colorida por esse método. Neste caso, se completa
a coloração com o menor número de cores possível.

1 3

2

3

2 1

{21,4}

{33,4,5}

{3,4,5}

{12,4}

5{1,4,5}

{15,4,5} {24,4}

{36,4}

1 3

2

3

2 1

{21,4}

{33,4,5}

{3,4,5}

{12,4}

5{1,4,5}

{15,4,5} 2

{36,4}

1 3

2

3

2 1

2

{33,4,5}

{3,4,5}

{1,4}

5{1,4,5}

{15,4,5} 2

{36,4}
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1 3

2

3

2 1

2

{33,4,5}

{3,4,5}

1

5{4,5}

{15,4,5} 2

{36,4}

. . .

1 3

2

3

2 1

2

3

5

1

55

1 2

3

5 Conclusões

Este trabalho, como salientamos, apresentou resultados que mostram o potencial do
conceito de famílias consistentes no desenvolvimento de uma heurística para a coloração to-
tal de grafos, procurando respeitar a conjectura de Vizing-Behzad. Ressaltamos ainda, que
o fato de estarmos colorindo totalmente um grafo, não impede a busca por uma coloração
total e equilibrada, conforme pode ser observado no exemplo acima. Para trabalhos futuros,
pretendemos apresentar novas proposições que garantam a coloração total de subfamílias
de grafos, respeitando a conjectura de Vizing-Behzad, utilizando o conceito de famílias
consistentes, além de implementar e testar computacionalmente a heurística proposta.
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