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Resumo. Neste trabalho, um problema inverso para a Equagao de Helmholtz é estudado.
O problema consiste em reconstruir uma fonte concentrada, ou seja, formada por uma
combinacao linear finita de massas do tipo delta-dirac, localizada em um dominio aberto
e limitado Q C R?, a partir da leitura de um subconjunto , C Q. A estratégia adotada
consiste em reescrever o problema inverso como um problema de otimizagao no qual um
funcional é minimizado com respeito a um conjunto de solugbes admissiveis introduzidos
na formulagao do problema. A partir da andlise de sensibilidade do funcional, é proposto
um método de segunda ordem nao iterativo para a reconstrucao de fontes concentradas. O
método proposto é verificado numericamente.
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1 Introducao

A equacao de Helmholtz é uma EDP que modela os harmonicos temporais de fenémenos
de propagacao de ondas eldsticas, actusticas e eletromagnéticas, com aplicagoes em proble-
mas diretos e inversos [1]. Nesse trabalho desenvolve-se um método de otimizagao para
reconstruir o termo fonte da equagao de Helmholtz a partir da leitura de um subconjunto
do dominio. O trabalho estd organizado da seguinte maneira: Na Secao 2 apresenta-se a
formulacao matematica do problema de otimizacao, na 3 realiza-se a analise de sensibili-
dade do funcional em relagdo ao conjunto de solucGes admissiveis e propoe-se a utilizagao
de uma expansao de modo a nao produzir residuo. Na Secao 4 obtém-se a condicao de
otimalidade. Na Secao 5 apresenta-se um algoritmo para resolucao do problema proposto
utilizando os resultados obtidos Segao 4. Na Secao 6 realizam-se experimentos utilizando-
se 0 método de otimizacao proposto e apresentam-se os resultados numéricos e, finalmente,
as conclusoes do trabalho sao apresentas na secao 7.
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2 Formulacao do Problema

Seja um dominio aberto e limitado 2 C R? com fronteira Lipschitz continua 0. Sejam
ainda dois subconjuntos 2, C Q2 e Q. C €, denotados como dominios de observagao e de
controle, respectivamente. Neste trabalho considera-se o seguinte problema de controle
otimo

1 1
imimize 7(0) = 3~ #lffa = 5 | (0= e )

sendo (u — z) o completo conjugado de u — z. O conjunto de solugdes admissiveis Cy(£2,)
¢é dado por

M
Cs(Q) = {@ Q= Ryp(x) = Zaié(m —x;), w; € QC} , (2)
i=1

onde § : R? — R é uma distribuicdo também conhecida como funcéo impulso ou funcio
d-Dirac, sendo u solucao do problema de valor de contorno

—Au—Fku = b em () (3)
Opu+iku = 0 sobre 9f)

onde i = v/—1 e o ntimero de onda k um ntimero real ndo negativo. Objetiva-se nesse
trabalho determinar o termo fonte b, cujo suporte estd contido em 2. C €2, de modo a
minimizar o funcional dado por (1). Assim, a incégnita do problema, representada por
b*(x), ¢ uma combinagao linear finita de massas de Dirac, isto é,

M
b'(@) =) ajd(z —a). (4)
i=1

A obtencao de b*(x) equivale a determinar os parametros M* € N, af € R e z} € Q,, que
representam, respectivamente, a quantidade, as intensidades e as localizagoes étimas da
fonte b*(x). Convém lembrar que €, é o subdominio no qual o funcional (1) é observado
e 2. é o subdominio no qual se busca a solucdo do problema.

3 Analise de Sensibilidade

Para realizar a analise de sensibilidade, utiliza-se um método baseado na variacdo do
funcional com respeito ao conjunto de solu¢bes admissiveis. Sendo assim, necessita-se
perturbar o termo fonte b do problema (3), adicionando a ele m cargas puntuais em Q.
O novo termo fonte, denotado por bs, pertencente ao conjunto Cs(€.), é dado por

bs(z) = b(z) + Y evid(x — ;). (5)
=1

O problema perturbado é entdo caracterizado por

1 1
J(u) = 5”“6 - ZH%Q(QO) = 2/Q (us — 2)(u — 2)dzx, (6)
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sujeito a
—Aus — kK*us = bs em §) (7)
Onus +ikus = 0 sobre 0f)

Para obter a variacdo do funcional com respeito a (2), calcula-se a diferenga entre o
funcional perturbado (6) e o funcional nao perturbado (1), isto é

T (ug) — T (u) = % /Q (ug — 2){5 — 2)dar — % /Q (- 2){u = 2)da (8)

Analisando a equagao acima, nao é possivel tirar nenhuma conclusao a respeito da relagao
entre o funcional e o termo fonte. Nesse caso, associa-se a solucao do problema nao
perturbado com a solucéo do problema perturbado. Subtraindo as equacoes de Helmholtz
(7) e (3). Considerando 6(x — x;) = 6;(x), tem-se que

—A(us —u) — K (us —u) =bs — b= ad;. (9)
=1

Como o interesse é analisar a sensibilidade do funcional em relagao a perturbagoes no termo
fonte e, considerando a expressao (9), define-se a diferenga us — u como um somatorio,
isto é,

m
us(z) —u(z) =) awi(x). (10)
i=1
Com isso, obtém-se a expansao a ser utilizada para a andalise de sensibilidade do funcional
m
us(x) = u(x) + Z a;v;(x). (11)
i=1

Essa expansao fornece um conjunto de funcgoes v;, que sao solucées de problemas cujo
termo fonte depende dos pontos z;. Ao analisar as equagoes (9) e (10), conclui-se que v;
é solucao do problema de valor de contorno: Determine v; tal que

_ L L2, — .
{ Av; — k=v; 0; em (12)

Opv; +1kv; = 0 sobre 9
Utilizando a expansao (11), reescreve-se o funcional perturbado (6) como

J(us) = % / ((u —2)+ Z awi> ((u —2)+ Z aiz}i) dx. (13)
0 i=1

i=1

Com isso, obtém-se a seguinte variagao do funcional com relagdo a perturbacao no termo
fonte

J(us) — T (u) = % /Q [(u —2) Zaivﬁ—i- (u—2) Z o;v; + (Z am) (Z am)] dx
0 i=1 i=1 i=1 i=1

(14)
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O funcional (14) depende explicitamente das intensidades «; e implicitamente dos pontos
x;, tornando clara a relagao entre a variagao do funcional e os parametros que definem b.
De modo a tornar a notagao mais concisa, define-se a funcao ¥ : R x X — R, X = Q,
como a variagao do funcional, ou seja,

V() =T(us) =T (u)  a=(a1,02,,am), &§=(£1,8Em) (15)

Considerando que, para quaisquer complexos, wi e ws, vale a relacdo wiws + Wiwy =
2R(wiwz), a variagao do funcional dada por (14) pode ser reescrita pela equagao matricial

1
V(a(§)) = 5a@Ha(f) +a(f)d (16)
sendo as entradas da matriz H € R™*™ e do vetor d € R™ dados por
H;; = / R (vvj)de e dy= R((u— 2)v;) de. (17)
Qo Qo

Analisando o funcional (16), verifica-se que o mesmo ¢ estritamente convexo em relacao a
«;, pois assume uma forma quadratica em relagdo a essas varidveis. Como consequéncia
desse fato, a derivada da fungao ¥(«(&)) em relagao «; se anula sobre um ponto de minimo.
Importante destacar que a utilizacdo da expansao (11) nao produz residuo.

4 Condicao de Otimalidade

Para obter as intensidades Otimas resolve-se o sistema

ov
- (@(©) = 0, (19)

que pode ser reescrito na seguinte forma matricial

Ho(f) =d (19)

com as entradas de H € R"*™ e d € R™ dadas por (17).
Resolvendo o sistema de segunda ordem (19) e substituindo os valores obtidos no funcional
(16) tem-se

() = 5 Y aid: (20)
=1

Utilizando a expressao (20), as localizagbes 6timas z} sao obtidas a partir de uma busca
sobre o dominio do problema de otimizacgao, isto é,

1 m
& =argmin{ —= Y «;d; 21
amin g~ z; (21)

consequentemente, as intensidades 6timas « sao representadas pelo vetor

oF = o (€¥) (22)
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5 Algoritmo de Reconstrucao

Nessa secao é apresentado, de forma sucinta, o algoritmo que descreve a resolugao do
sistema (19) e a busca pelos parametros 6timos £*, a* e S* num dominio discretizado. Os
dados de entrada do algoritmo sao:

e A quantidade de cargas puntuais que se deseja encontrar, denotada por m;
e O tamanho da malha sobre o qual os sistemas sao resolvidos, dado por n;

e O vetor d e a matriz H, cujas entradas, dadas por (17) , sdo previamente calculadas.

O valor de m define a ordem do sistema, que € resolvido sobre uma malha com n pontos
e fornece os valores das intensidades «;. Tomando-se conjuntos com m pontos, realiza-se
uma busca combinatéria de modo a determinar a m—upla de pontos que geram o menor
valor para V. Portanto, os dados retornados pelo algoritmo sao:

e As localizagoes 6timas dadas por &*;
e Um vetor o* € R™ contendo as intensidades 6timas;

e O valor S* que representa o valor minimo assumido por V.

A complexidade do algoritmo proposto é descrita em [3]. Convém destacar que a
quantidade de cargas procuradas m é uma das entradas do algoritmo, ou seja, para cada
valor atribuido a m obtém-se solugoes distintas para o problema de otimizacao.

6 Experimentos Numéricos

Nessa secao sao realizados dois experimentos que correspondem a resolucao numérica
do problema proposto. Em ambos os exemplos realiza-se uma leitura parcial do dominio,
isto ¢, considera-se €, C 2 com = (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) C R?, figura 1, e toma-se
o nuimero de onda k = 10. No primeiro exemplo, verifica-se a eficiéncia do método e do
algoritmo proposto e apresenta-se um procedimento para obtencao do niimero de cargas
puntuais. No segundo exemplo, verifica-se a robustez do método em relacao a inclusao de
ruido. Em [2] o problema é resolvido para o caso k = 0 e condigdo de contorno Dirichlet
homogénea. Para a realizacdo da busca combinatéria da solucao 6tima do problema, 2
¢é discretizado em uma malha de elementos finitos, malha essa que nao pode ser muito
refinada por conta do custo computacional da busca. Para o cdlculo dos problemas (3)
e (12), realiza-se um refinamento da malha. O problema de controle proposto passa a
ser um problema inverso de reconstrucao de fontes quando o alvo, representado por z, é
solucao de um problema direto de Helmholtz cuja fonte é um conjunto finito de massas de
Dirac, ou seja, z é solugao do problema de valor de contorno: Determine z tal que

_ 1.2 — *
{ Az —k“z b em (23)

Opz+ikz = 0 sobre 9f)
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Q. =Q

Figura 1: Relagdo entre dominios

6.1 Exemplo 1

Esse primeiro exemplo consiste na reconstrugao do termo fonte dado por
b*(x) = ajd(x — a7) + a5d(x — x5) + a3d(x — x3). (24)

As intensidades e as localizagoes sao representadas, respectivamente, pelos vetores o =
(2,3,1) e & = ((—0.25,-0.25),(0.15,0),(—0.2,0.2)), com M* = 3. Como o nimero
de cargas puntuais é um dado de entrada do algoritmo de otimizacao, para cada valor
de m fornecido obtém-se solucao distinta para o problema. Nesse caso espera-se que,
para m = 3, a solucao do problema de controle, representada por b*(z), coincida com a
solugao do problema inverso, dado por (24). Realizando-se os experimentos considerando
m =1,2,3,4, o algoritmo fornece os resultados dados pela tabela 1.

Tabela 1: Resultados obtidos: problema inverso com leitura completa

N° de massas m Intensidade o* localizacao &*
1 2.204 (0.2,0)
2 (1.552,2.1501) ((—0.3,-0.3), (0.15,0))
3 (2,3,1) ((—0.25,-0.25), (0.15,0), (—0.2,0.2))
4 (2,3,1,107%)  ((-0.25,-0.25), (0.15,0), (—0.2,0.2), (—0.1,—0.3))

Ao analisar a solucao encontrada, observa-se que a solugao do problema de otimizacao
coincide com o problema inverso, o que garante a eficidcia do método. Caso nao se conhega,
a priori, a quantidade de massas da solucao, pode-se adotar um procedimento para recons-
trucao do termo fonte. Tal procedimento consiste em considerar m = 1 e incrementar a
quantidade de massas até se obter um vetor intensidade o* com uma de suas componentes
de valor desprezivel. Assim, toma-se m = M* + 1 e, ao desconsiderar a carga de massa
desprezivel, obtém-se o valor M* procurado. A figura 2 ilustra, graficamente, a solucao
param =3 em =4.

6.2 Exemplo 2

Nesse experimento o interesse é analisar a estabilidade do método proposto visto que o
alvo z foi obtido de forma sintética. Para isso impoe-se um nivel de 10% de ruido uniforme
ao alvo e analisam-se os dados retornados pelo algoritmo considerando m = 3. A fonte a
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Figura 2: Solugéo para o problema inverso com leitura parcial

ser reconstruida, dada por (24), e a solugdo do problema de otimizagao b*(x) é descrita
na tabela 2, cuja andlise indica que o método é robusto a ruido. Essa conclusao é, em
parte, consequéncia do método de segunda ordem proposto nao ser iterativo e pelo fato
da expansao (11) nao possuir residuo.

Tabela 2: Comparagao entre b* e b* para m = 3, k = 10 e nivel de ruido 10%

Intensidade localizacao
b*(x) a*=(2,3,1) & =((-0.25,-0.25),(0.15,0),(—0.2,0.2))
b*(z) o*=(2.1,3.15,1.05) &* = ((—0.25,—-0.25),(0.15,0),(—=0.2,0.2))

7 Conclusoes

Nesse trabalho foi estudado um problema inverso para a Equacao de Helmholtz cuja
fonte é dada por massas de Dirac. Para resolver o problema proposto, foi desenvolvido
um método variacional que consiste em calcular a sensibilidade do funcional com respeito
ao conjunto de solugoes admissiveis. O resultado obtido foi utilizado para construir um
método de segunda ordem nao iterativo para resolucdao do problema e nenhuma técnica
de regularizagdo foi introduzida. A eficicia e robustez do método desenvolvido ficaram
comprovadas com os experimentos numéricos.
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