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Resumo. Com o advento dos nanotubos de carbono, CNT, e seu uso em sistemas na-
noeletromecanicos, hd um grande interesse atualmente por parte da comunidade cientifica
na modelagem do comportamento mecénico de nanovigas. O presente trabalho propoe a
formulagao de um problema inverso baseado em medigoes de frequéncias em nanotubos
de carbono em condicao biapoiada, com o objetivo de estimar o parametro nao-local. O
problema inverso é solucionado por Inferéncia Bayesiana, onde amostras da densidade de
probabilidade a posteriori para o parametro estimado sao obtidas através do Método de
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). O resultado da aplicagdo do MCMC apre-
sentou desvios relativamente baixos considerando-se ruidos de 1% e 0,01% nas frequéncias
naturais, no qual foram analisadas cinco razoes de aspectos diferentes levando em conta os
primeiros cinco modos de vibragao. O processo culminou em dados estatisticos a cerca do
parametro nao-local e o detalhamento quanto as formulagoes direta e inversa sao apresen-
tadas ao longo do texto.

Palavras-chave. Nanotubos de Carbono, Elasticidade Nao-local, Inferéncia Bayesiana,
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1 Introducao

Desde a descoberta dos nanotubos de carbono (CNT - Carbon Nanotubes) por Su-
mio Ijima no inicio da década de 90 [4], a atengao de vérios pesquisadores ao redor do
mundo tem sido voltada ao estudo dessas estruturas. Nanotubos de carbono exibem
formidédveis propriedades mecanicas, térmicas e elétricas, possuindo assim um enorme
potencial de aplicacoes, entre as quais, seu uso como elemento mecanico em sistemas
nanoeletromecanicos (NEMS - Nanoelectromechanical Systems) e micrieletromecanicos
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(MEMS - Micrielectromechanical Systems) [7]. Como elemento mecanico, sofrerd acao
de uma forca estdtica ou dinamica advinda de um mecanismo de excitagao, podendo es-
tar em balango, simplesmente apoiado, duplamente engastado, entre outras configuragoes
possiveis de condigdes de contorno [8]. Existem NEMS em diversas aplicacoes, tais como:
nanoatuadores, nanosciladores e nanosensores de massa, forca e pressao. O conhecimento
do comportamento mecanico e dinamico de nanotubos de carbono é crucial ao sucesso
dessas aplicagoes [7]. Nesse propdsito, a Teoria da Elasticidade Nao-local de Eringen [3]
tem sido amplamente utilizada em nanovigas, devido a dificuldade de experimentagao em
escala nanométrica e ao grande esforco computacional exigidos pelos métodos baseados
em dindmica molecular [1].A teoria assume que a tensao em dado ponto é fungao das
deformacoes em todos os pontos do dominio, diferente do assumido pela Teoria da Elasti-
cidade Cléssica em que a tensdao em um dado ponto do material é fungdo da deformacao
nele mesmo [1].

Na ultima década, pela teoria de Eringen, foram feitas reformulagées dos diversos
modelos de viga, em especial Euler-Bernoulli e Timonshenko, e analisadas as diversas
condigoes de contorno [6,8]. Com o uso de modelos nao-locais de vigas, frequéncias naturais
em nanotubos de carbono de parede tinica e dupla foram determinadas e reportadas como
coerentes aquelas conseguidas experimentalmente ou por métodos baseados em dinamica
molecular [7]. Contudo, o fator nao-local deve ser estimado, Duan et al [2] efetuaram a
calibragao do fator de escala a partir de resultados de frequéncias naturais por dinamica
molecular.

O presente trabalho propoe a formulagdo de um prolema inverso utilizando o modelo
de viga de Euler-Bernoulli nao-local, objetivando a estimagao do parametro nao-localidade
a partir de dados experimentais de medicoes de frequéncias naturais. Sao analisados nano-
tubos de carbono de parede tnica e a solucao é realizada via Inferéncia Bayesiana, tal que
o fator nao-local de escala é modelado como varidavel aleatoria. Neste artigo, é utilizado o
método de Monte Carlo via Cadeias de Markov para aproximacao da densidade de proba-
bilidade a posteriori por meio de amostragem. O processo culmina em dados estatisticos
de distribuicao de probabilidade, médias e desvios, tornando possivel a percepgao da qua-
lidade na estimativa do fator nao-local, tendo em vista a precisao dos dados experimentais.
Sao realizadas estimagoes considerando cinco razoes de aspecto e os resultados comparados
quanto a incerteza estatistica obtida.

2 Modelagem Matematica

2.1 Teoria da Elasticidade Nao-local

Este artigo faz uso da Teoria da Elasticidade de Eringen [3]. Fatores influentes em
nano escala como a constante de rede da estrutura cristalina, distancia granular ou o
comprimento da ligacdo entre os atomos constituintes do nanomaterial sao incorporados
na equagcao constitutiva de tensdo-deformacao. A equacao constitutiva tensdo-deformacao
nao-local em sua forma mais geral é dada por [7]:

0i5() = /V a(|(@ — o)), 7) Exjraena(a) dV (&) (1)
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onde Ejjj; representa o médulo de elasticidade, o0, o tensor de tensoes, €;; o tensor de
deformacao e «af|(z — 2’)|,7), constitui o médulo nao-local, referenciado também como
funcédo de atenuacao. Nele sao relacionadas as influéncias para a deformagao no ponto x
pelas deformacoes em todos os pontos de origem representados por 2/, tal que o argumento
|(x—2a')| é a distancia euclidiana entre os pontos. Ainda como argumento deste termo, tem-
se 7 = “0% em que ep ¢ uma constante adimensional a ser estimada experimentalmente,
sendo especifica para o material e, no caso de nanovigas, para a condicao de contorno, e a,
um comprimento caracteristico do material, que em nanotubos de carbono pode ser usado
o comprimento da ligacao C-C; 0,142 nm [7]. O produto destes dois é referido como fator
nao-local. Por fim, V representa o sélido ou corpo de estudo. Para a condi¢ao uniaxial
de tensao, a relacao constitutiva integral da lei de Hooke nao-local pode ser expressa de
forma reduzida como [7]:

2

(1= (a3 ) olo) = Beto) @)

2.2 Modelo de viga Euller-Bernoulli nao-local

Considerando um elemento infinitesimal de uma viga de Euler-Bernoulli em vibragao
transversal e sabendo que V e M sao, respectivamente, a forca cortante e o momento
fletor, tem-se as seguintes condicoes de equilibrio:

2
oV (z,t) _pAa w(z,t)

ox oz 0 (3)

oV (z,t)  9*M(z,t) ()
Ox 9%z
onde w(z,t) corresponde a deflexdo na viga, A é a drea de secao transversal e p a massa
especifica do material:
Considerando M = [, oydA, I = [, y*dA, e = —y82g(§’t) e a lei de Hooke nao-local,

T
equagao 2, tem-se a equagcao diferencial de Euler-Bernouli (5) [7].

*w(z,t 0? OPw(z,t
3:(174) + pA@ [w(m,t) - (ega)Qa(:EQ)] =0

EI (5)
Para a condigao biapoiada, a solucao dessa equacao leva a seguinte expressao para as
frequéncias naturais [7]:
77,2721‘2 ﬂ
L pA
o= -2 ©)
1+ %5 (ega)?

. em que o modo de vibragao é representado por n.

Tendo em vista que devem ser conhecidas as propriedades mecanicas e geométricas de
nanotubos de carbono para o cédlculo das frequéncias naturais, a espessura é considerada
sendo h = 0,39 nm e a massa especifica, p = 1,3 g/cm? [7]. A rigidez & flexdo pode ser
expressa da seguinte forma, em que C' = 360 J/m? e d é o diametro médio do nanotubo [7]:
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pr="Cp (7)

3 Problema Inverso

No contexto de Inferéncia Bayesiana, o problema inverso em questdo consiste em es-
timar a funcdo de densidade de probabilidade, FDP, do parametro nao-local a partir das
frequéncias naturais da estrutura. Fazendo uso da abordagem Bayesiana em problemas
inversos, dados estatisticos sao estimados mediante amostragem da funcao de densidade a
posteriori. O Teorema de Bayes, para a formulagao inversa proposta neste trabalho, pode
ser expresso como [5]:

Tpriori (60&) W(wexp/eoa)
ﬂ'(wexl’)

(8)

Tpost (€oa/w™P) =

onde w®*P ¢ o vetor contendo as frequéncias naturais experimentais, Tpost € Tpriori SA0, res-
pectivamente, a densidade de probabilidade a posteriori e a priori, mw®*®P /epa) é a fungao
de verossimilhanca e mw**P) a densidade de probabilidade dos dados experimentais, que
funciona como uma constante de normalizacao [5].

Considerando o ruido associado aos erros experimentais aditivo e caracterizado por
uma distribui¢do normal, a fungao de verossimilhanca pode ser expressa como [5]:

1 1
VenN (V)

TwP/ega) =

1
exp —§(wex1’ — W)V TH WP — W) 9)

onde V! é a matriz de covarianca dos dados experimentais, N o niimero de medicdes, e
w as frequéncias naturais calculadas previstas por um modelo, neste caso, pela equagao 6.

3.1 Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov

O Método de Monte Carlo via Cadeia de Markov permite a inferéncia de dados es-
tatisticos dos parametros estimados, com pouca ou mesmo nenhuma informagao a priori,
por meio de amostragem a partir da fungao de densidade de probabilidade a posteriori [5].
O termo Cadeia de Markov diz respeito ao procedimento de construcao de uma sequencia
1 epa?, ...; em que o atual valor, egal com t > 1, é gerado de-
pendendo somente do anterior ega’~!, a partir de uma funcdo densidade de probabilidade
de transicdo g(epal/epa’ "), também referenciada como distribui¢io auxiliar [5]. O fim do
processo de se gerar amostras ocorre quando caracteriza-se uma distribuicao estacionaria.
A quantidade de amostras até este comportamento é descartada, consideradas amostras
de aquecimento, e o restante é utilizado para inferéncia da probabilidade a posteriori [5].

de variaveis randomicas; ega

Neste trabalho foi empregado o algoritmo de Metropolis-Hastings para implementacao
do MCMC. O algoritmo utilizado se encontra na referéncia [5].
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4 Resultados

Esta secao considera uma analise numérica do problema de estimacdo do parametro
nao-local em nanovigas de Euler-Bernoulli. Considerando-se um diametro médio d = 1nm,
cinco razdes de aspecto, L/d, foram estudadas: 10, 15, 20, 25 e 30. Os demais parametros
foram adotados como: E = C/h = 1,0588 TPa, p=1,3 g/cm? e h = 0,34 nm.

Frequéncias naturais experimentais sintéticas foram obtidas a partir do modelo, con-
siderando ega = 0, 71 nm e ruidos com médias nulas e desvios de 1% e 0, 01%, esse ultimo
virtualmente nulo. No processo gaussiano de estimacao, foram estudadas as frequéncias
dos cinco primeiros modos de vibragao. As frequéncias naturais constam na tabela 1, em
que o asterisco como indice indica os valores nos quais ha adicao de ruido de 1% .

Tabela 1: Frequéncias naturais (THz) sem e com* ruido nos primeiros 5 modos de vibragao

L/d 1° 2° 3° 4° 5°

10| 0,972 0,993* 3,638 3,634* 7,449 7.456* 11,889 11,973* 16,620 16,710*
15| 0,438 0,439* 1,697 1,730% 3,638 3,605* 6,086 5,974* 8,880 8,787

20| 0,247 0,248*% 0,972 0,979* 2,125 2,089*% 3,638 3,598%* 5,436 5,480%*

25| 0,159 0,159* 0,627 0,623* 1,385 1,344* 2,401 2,395* 3,638 3,647

30| 0,110 0,112* 0,438 0,429* 0,972 0,966* 1,697 1,688* 2,593 2,583*

A tabela 2 apresenta o resultado da estimagcao via MCMC para cada razao de aspecto
considerada, adotando-se ruido de 1%, enquanto que a figura 01 as cadeias de Markov para
as razoes de aspecto: 10, 20 e 30. As cadeias foram obtidas considerando-se distribuicoes
auxiliares com desvios conforme apresentados na tabela 2, como também, um valor inicial
para o parametro nao-local 20% acima do epa adotado, ega = 0,852 nm. As cadeias foram
geradas com 50000 estados, sendo os primeiros 1000 estados considerados como amostras
de aquecimento e escolha dos desvios para a distribuicao auxiliar visou controlar as taxas
de aceitagao em torno de 30%. Para a condi¢ao de ruido virtualmente nulo, duas cadeias
considerando razoes de aspecto de 10 e de 30 sao apresentadas respectivamente, junta-
mente com a funcao densidade de probabilidade a posteriori e o histograma do processo
de amostragem, nas figuras 2 e 3. Os resultados foram médias de 0,7102 nm e 0, 7106
nm respectivamente, assim como desvios de 0,0001 nm e 0,0005 nm, sendo utilizadas
distribuigoes auxiliares com desvios de 0,0003 nm e 0,0015 nm.

Tabela 2: Resultado MCMC para os dados com ruido aditivo de 1%, dados em nm

L/d | Média epa  Desvio ega Intervalo de Confianga 95% Desvio Dist.Auxiliar
10 0,694 0,009 [0,677;0,711] 0,03 nm
15 0,761 0,015 [0,733;0,789] 0,06 nm
20 0,729 0,022 [0,686;0,772] 0,08 nm
25 0,775 0,032 [0,711;0,836] 0,12 nm
30 0,799 0,042 [0,715;0,879] 0,15 nm
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Figura 2: Resultado pelo método MCMC com ruido virtualmente nulo, desvio de 0,01% com
L/d=10;ema,bec;e L/d=30;eme, feg

5 Conclusoes

O modelo matemadtico para frequéncias naturais em vigas de Euler-Bernoulli na condigao
biapoiada caracterizou o problema direto e, a partir dele, o problema inverso foi formu-
lado por abordagem estatistica bayesiana utilizando MCMC. O fator nao-local foi estimado
para cinco razoes de aspecto, sendo analisados um desvio de 1% e outro virtualmente nulo
de 0,01% aos dados experimentais. Foi percebida maior certeza estatistica em razoes de
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aspecto menores, tal como ocorre nos resultados apresentados na tabela 2 e nas figuras 1
e 2, sendo correlacionada a maior sensibilidade no valor das frequéncias naturais ao fator
nao-local em menores razoes de aspecto [1]. Devido a isso, afim de se otimizar os resultados
pelo método MCMC, alterou-se, tal como mostrado na tabela 2, o desvio da distribuigao
auxiliar de acordo com a razao de aspecto, controlando o percentual de aceitagao em torno
de 30%. Em suma, apesar do ruido adicionado, o processo de estimacao conseguiu, inferir
a FDP para o parametro nao-local com relativa boa acuricia. Este trabalho representa
um estudo inicial na formulacdo de problemas inversos pela Teoria Nao-local aplicada a
nanoestruturas, sendo pretendido a continuacao por meio de outras consideracoes e me-
todologias: solugao pelo Método dos Elementos Finitos e implementacao de um modelo
viscoelastico.
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