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Resumo. O oxigênio dissolvido na água (OD) promove a respiração branquial dos peixes
e possibilita a oxidação do material orgânico presente na água. A demanda biológica de
oxigênio (DBO), quando elevada, gera a necessidade de grandes taxas de OD para oxidação,
prejudicando a respiração dos peixes. Portanto, é fundamental o monitoramento do OD,
pois este é condição predominante para a preservação da vida em um ambiente aquático.
Este trabalho propôs ajustar os coeficientes da equação de Streeter e Phelps, através de in-
ferência Bayesina, a fim de que o modelo se adequasse as condições encontradas na Praia das
Palmeiras, localizada no Estado do Rio de Janeiro. A estimativa obtida para os coeficientes
do modelo se comportou de forma compat́ıvel com problemas dessa natureza.

Palavras-chave. Qualidade da Água, Oxigênio Dissolvido, Streeter-Phelps, Inferência
Bayesiana.

1 Introdução

Localizada ao leste do estado do Rio de Janeiro na Região dos Lagos, a Lagoa de
Araruama é considerada uma das maiores lagoas hipersalinas do mundo banhando cinco
munićıpios desta região, tornando-se, dessa forma, um importante local tuŕıstico além de
ser responsável por uma grande produção de pescados. Diante disto, o monitoramento da
qualidade da água é de extrema importância visto que o ecossistema de toda a lagoa é
deteriorado com a captação de esgoto.

A praia das Palmeiras, localizada na cidade de Cabo Frio, é um dos pontos que pode-se
observar com clareza o acúmulo de algas e o mal cheiro proveniente do despejo de esgoto,
o que torna-se preocupante visto que a única ligação entre o oceano e a lagoa é um canal
que desemboca exatamente nas águas que banham essa praia.

Duas grandeza de grande importância no monitoramento da qualidade da água são a
demanda bioqúımica de oxigênio e a concentração de oxigênio dissolvido no meio. Neste
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sentido, é de extrema relevância o monitoramento cont́ınuo dessas grandezas [8]. Assim,
este trabalho tem como objetivo principal utilizar um modelo matemático que possa des-
crever a demanda bioqúımica de oxigênio e a concentração de oxigênio dissolvido nas águas
que banham a Praia das Palmeiras, e estimar os parâmetros desse modelo utilizando um
conjunto de dados experimentais .

2 Problema Direto

A demanda bioqúımica de oxigênio está relacionada com a desoxigenação da matéria
orgânica remanescente (DBO remanescente) e pode ser expressa por uma equação dife-
rencial ordinária de primeira ordem [6]:

dL

dt
= −k1L (1)

onde L é a concentração de DBO remanescente no instante t e k1 é o coeficiente de
desoxigenação. Conhecendo a condição inicial L(t = 0) = L0 pode-se expressar a solução
da equação acima por:

L = L0e
−k1t (2)

com L0 dado por [8]:

L0 =
QE .CE +QL.CL

QE +QL
(3)

onde CE é a concentração de DBO da fonte poluidora, CL é a concentração de DBO no
corpo h́ıdrico, QE é a vazão da fonte e QL a vazão do corpo.

Para obtenção da concentração de oxigênio dissolvido, deve-se levar em consideração
o déficit dessa grandeza em relação ao tempo [7]:

dD

dt
= k1L− k2D (4)

onde k2 é coeficiente reaeração.
Uma vez conhecida a condição inicial D(t = 0) = D0, que neste trabalho foi aproxi-

mada por meio da técnica de mı́nimos quadrados aplicados diretamente aos dados experi-
mentais, obtêm-se:

D =
k1

k1 − k2
L0

(
e−k1t − e−k2t

)
+D0e

−k2t (5)

Conhecendo o déficit de oxigênio calcula-se a concentração de oxigênio dissolvido em
qualquer instante t com:

C = Cs −D (6)

onde Cs representa a concentração de oxigênio saturado, neste trabalho, uma função da
temperatura e salinidade [8].
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3 Problema Inverso

A formulação e solução do problema inverso é etapa fundamental quando pretende-
se aplicar um modelo computacional em uma situação real. Neste trabalho o problema
inverso é formulado como um problema de estimativa de parâmetros (k1 e k2), onde para
investigar a solução deste problema considera-se um conjunto de dados experimentais
medidos no local de estudo e a técnica Bayesiana de Monte Carlo via Cadeias de Markov.

3.1 Inferência Bayesiana

Na abordagem Bayesiana é feita uma tentativa de utilizar todas as informações dis-
pońıveis com o objetivo de reduzir as incertezas presentes numa inferência. Nesse tipo de
abordagem deve-se considerar que: (i) todas as variáveis no modelo são modeladas como
aleatórias; (ii) a aleatoriedade descreve o grau de informação sobre a realização da amos-
tragem; (iii) a informação sobre parâmetros é expressa por distribuições de probabilidade;
(iv)a distribuição de probabilidade a posteriori é a solução do problema inverso [4].

Considerando conhecida alguma informação sobre os parâmetros do modelo, descrita
por uma densidade de probabilidade π(P) a distribuição de probabilidade a posteriori pode
ser calculada segundo teorema de Bayes. A distribuição a posteriori pode ser explorada
usando técnicas de amostragem sobre um conjunto de parâmetros, este trabalho realizou
essa tarefa através do método de Monte Carlo via Cadeias de Markov, utilizando o processo
de passeio aleatório (random walk) para gerar os candidatos P’ de modo que P′ = P+ η,
onde η foi definida como uma distribuição normal. A construção dos intervalos com 99%
de confiança levaram em conta os quantis ordenados ocupando as posições W (α/2) e
W (1 − α/2), onde 1 − α = 99% é o ńıvel de confiança pretendido e W o número total de
amostras geradas [2, 4, 5].

3.2 Coleta de Dados

A coleta de dados na Praia das Palmeiras foi realizada em dezembro de 2015. Partindo
de um ponto distante 30m do lançamento direto do efluente às águas da Praia (A), até cerca
de 550m da origem do lançamento do esgoto sanitário (E), na zona de mistura [1] conforme
esquema apresentado na Figura 1. Destaca-se que a equação apresentada anteriormente
tem comportamento transiente e não espacial, desta forma faz-se necessária a mudança
de variáveis considerando t = S/U onde t e S são respectivamente o tempo e a posição de
coleta de cada dado experimental e U é a velocidade média do corpo h́ıdrico.

Para efetuar a coleta de dados foi usada a sonda HI9828. Este instrumento possui um
sistema de registro multiparâmetros portátil, que monitoriza parâmetros de qualidade de
água. Além dos apresentados na Tabela 1, exceto distância, a sonda permite a medição de
parâmetros como: pH, ORP, turvação, condutividade, cloreto, nitrato e amônio, através
de um multissensor inteligente com microprocessador. A sonda pode ficar imersa por até
30 minutos numa profundidade de 1 metro [3].
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Figura 1: Esquema aproximado dos pontos de coleta (Praia das Palmeiras)

Tabela 1: Dados coletados com medidor HI 9829

Ponto de Distância da Oxigênio Salinidade Temperatura
localização origem (m) Dissolvido (mg/l) (◦C)

A 30 2,75 4,15 26,50
B 100 3,40 4,28 27,47
C 250 4,70 4,19 27,25
D 400 4,95 4,09 26,87
E 550 5,10 4,05 26,71

4 Resultados e Discussões

Para simulação utilizada na tarefa de estimar os coeficientes de desoxigenação e rea-
eração foram utilizados os valores apresentados na Tabela 2. A vazão para o corpo h́ıdrico
em estudo foi considerada v = 0, 005m/s, uma vez que a área analisada está inserida em
um lago. Ainda em relação a região de estudo, foram considerados largura e profundidade
constantes iguais a 1m e desconsiderados efeitos provocados pelos ventos, marés e qual-
quer fator externo. Além dos valores apresentados na tabela a seguir, utilizou-se também
regressão polinomial de segundo grau para o déficit de oxigênio obtendo:

D(t) = 0, 1382t2 − 1, 2397t+ 5, 6109, R2 = 0, 9873 (7)

obtendo D0 = 5, 6109.
Antes da Solução do problema inverso realizou-se a análise de sensibilidade do modelo

em relação aos parâmetros de entrada, para prever posśıveis dificuldades na tarefa de es-
timar os parâmetros, nesta análise considerou-se os coeficientes de sensibilidade reduzidos
dados por:

Xi = ki
∂C

∂ki
, i = 1, 2 (8)

O comportamento dos coeficientes de sensibilidade reduzidos nos instantes considera-
dos na formulação do problema pode ser visto na Figura 2, prevendo uma maior dificuldade
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Tabela 2: Parâmetros utilizados na simulação

Parâmetros Valores Unidade Parâmetros Valores Unidade

Prof. média do Corpo 1 m Largura do Corpo 1 m
Vazão do Corpo 0,05 m3/s Vazão da Fonte 0,17 m3/s
DBO do Corpo 3,0 mg/l DBO da Fonte 40 mg/l
L0 31,591 mg/l

para estimar o parâmetro k2 devido a menor amplitude da sensibilidade relacionada a esse
parâmetro, porém essa dificuldade não se confirmou na simulação levando em conta as
prioris utilizadas.
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Figura 2: Coeficientes de sensibilidade reduzidos

A solução do problema inverso considerou um conjunto com cinco dados experimentais
referentes a concentração de oxigênio dissolvido na Praia das Palmeiras com erro experi-
mental de ±0, 2mg/l, na simulação do método de Monte Carlo via Cadeias de Markov,
utilizou-se prioris modeladas por distribuições normais com média a priori µk1 = 0, 5,
µk2 = 0, 4 e desvio padrão σ = 5 × 10−3, utilizou-se ainda como “passo de procura”
σP = 10−8. A convergência foi verificada com 80000 estados como pode-se ver na Figura
2, onde nota-se uma boa convergência após os 20000 primeiros estados, desta forma optou-
se por usar os 20000 anteriores a convergência como estados de aquecimento (burn-in) e
descartá-los na inferência estat́ıstica que é apresentada na Tabela 3, mostrando que mesmo
para um estado inicial relativamente afastado da zona de convergência, o método não teve
problema de estabilidade. Na Figura 3 estão apresentadas as distribuições marginais a
posteriori onde observa-se que ambos parâmetros apresentam forma gaussiana uma vez
que priori e verossimilhança foram consideradas normais.

Mesmo com uma extensa bibliografia sobre o assunto, não foi posśıvel encontrar valores
de referência para k1 e k2 que pudessem ser usados nas condições do problema estudado,
para isso utilizou-se o ajuste entre o modelo com os parâmetros estimados e o dados
experimentais e o respectivo reśıduo .
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Tabela 3: Resultados Problema Inverso

Parâm. Inicial Estimado Média Desvio Padrão Int. Conf.(99%)

k1 0,5 0,0032046 0,0031594 0,00004577 [0,003046, 0,003275]
k2 0,4 0,0326985 0,0325598 0,00029862 [0,031831, 0,033293]
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Figura 3: Cadeia de Markov para o Problema Inverso
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Figura 4: Distribuições Marginais a Posteriori para o Problema Inverso
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Figura 5: Ajuste e Reśıduos

5 Conclusões

A demanda bioqúımica de oxigênio e a concentração de oxigênio dissolvido são gran-
dezas de grande interesse quando o assunto é qualidade da água. Essas grandezas quando
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descritas pelas equações de Streeter-Phelps levam em consideração os coeficientes de de-
soxigenação e reaeração do corpo h́ıdirco em estudo. Neste trabalho estimou-se esses
coeficientes utilizando inferência Bayesiana pelo método de Monte Carlo via Cadeias de
Markov. Mesmo não contando com valores de referência para validar o método quando
aplicado a esse problema, o ajuste aos dados experimentais se mostrou satisfatório le-
vando em consideração a interpretação gráfica. Vale destacar que esse estudo está em fase
inicial e alguns fenômenos foram desconsiderados para simplificar o modelo, futuramente
pretende-se considerar outros fenômenos que possam interferir no problema. O modelo de
Streeter-Phelps se mostrou promissor para o cenário estudado mesmo sendo um modelo
extremamente simples.
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