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Resumo. Seja G um grafo simples com n vértices e e(G) arestas. A matriz laplaciana sem
sinal de G é dada por Q(G) = D(G) + A(G), onde D(G) é a matriz diagonal composta
pelo grau dos vértices de G e A(G) é a matriz de adjacência de G. Sejam q1, q2, . . . , qn os
autovalores de Q(G) em ordem não-crescente. Nesse trabalho, provamos que existe uma
subfamı́lia Gn,t da famı́lia de grafos split que satisfaz a Conjectura

Tk(G) =

k∑
i=1

qi ≤ e(G) +

(
k + 1

2

)
para a soma dos três maiores autovalores de Q.

Palavras-chave. matriz laplaciana sem sinal, soma de autovalores, limitantes.

1 Introdução

Dado um grafo G = (V,E) com n vértices e e(G) arestas, denotamos por A(G) a
matriz de adjacência de G e D(G) a matriz diagonal dada pela soma das linhas de A(G),
isto é, os graus dos vértices de G. A matriz Q(G) = D(G) + A(G) é chamda de matriz
laplaciana sem sinal de G. Como de costume, rotulamos os autovalores de Q(G) em ordem
não-crescente e os denotamos por q1 ≥ q2 ≥ . . . ≥ qn. Denotamos por Kn o grafo completo
com n vértices e e(Kn) =

(
n
2

)
= n(n−1)

2 arestas. Sejam G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2)
grafos disjuntos com V1, V2 e E1, E2 seus respectivos conjuntos de vértices e arestas. A
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união G1 ∪ G2 é o grafo (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2). A junção (join) G = G1 ∨ G2 é obtida de
G1 ∪G2 onde cada vértice de G1 é ligado por uma nova aresta a cada vértice de G2. Um
grafo split é um grafo cujos vértices podem ser particionados em uma clique (um subgrafo
completo de um grafo G) e um conjunto independentes de vértices. Em 2013, Ashraf et
al. [2] propuseram a Conjectura 1.1 a respeito da soma dos maiores autovalores de Q(G):

Conjectura 1.1. Seja G um grafo com e(G) arestas. Então,

Tk(G) =

k∑
i=1

qi ≤ e(G) +

(
k + 1

2

)
, para todo 1 ≤ k ≤ n.

Ashraf et al. [2] provaram que a Conjectura 1.1 é válida para k = 1, 2, n − 1, n e, se
G for regular, ela é válida para 1 ≤ k ≤ n. Alguns trabalhos vêm abordando o problema
de forma isolada, uma vez que o caso geral da Conjectura 1.1 parece ser muito dif́ıcil de
ser provado de tal forma que a Conjectura 1.1 continua em aberto. Recentemente, Yang
e You [5] provaram que a Conjectura 1.1 é válida para grafos unićıclicos e bićıclicos para
todo 1 ≤ k ≤ n e grafos trićıclicos com k 6= 3. Neste trabalho provamos que a Conjectura
1.1 é válida para uma subfamı́lia de grafos Gn,t = K2∨ (Kn−t−2∪Kt) da famı́lia de grafos
split para o caso k = 3.

2 Famı́lia de Grafos Gn,t

Seja Gn,t o grafo split com n vértices composto por uma clique com t + 2 vértices e
um conjunto com n − t − 2 vértices independentes, com 2 ≤ t ≤ n − 4. Assim, a famı́lia
Gn,t é definida como o join Gn,t = K2 ∨ (Kn−t−2 ∪Kt), onde 2 ≤ t ≤ n− 4.

Para os próximos resultados identificaremos v1, v2, · · · , vn−t−2 como os n−t−2 vértices
independentes, vn−t−1 e vn−t como os vértices da clique ligados aos n − t − 2 vértices
independentes e vn−t+1, vn−t+2, · · · vn−2, vn−1, vn como os demais vértices da clique. Assim,
apresentamos primeiro os Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3 e os Lemas 2.1, 2.2 e 2.3 que nos ajudará
a obter o resultado principal deste trabalho.

Teorema 2.1 ( [1], [4]). Seja M = (mij) uma matriz em blocos quadrada de ordem n,
onde cada mij , 1 ≤ i, j ≤ k, é uma matriz de ordem ni×mj tal que suas linhas têm soma
constante igual a cij. Seja então a matriz RM = (cij), 1 ≤ i, j ≤ k. Então, o polinômio
caracteŕıstico de RM divide o polinômio caracteŕıstico de M .

A matriz RM do Teorema 2.1 é chamada de matriz reduzida associada a matriz M .

Teorema 2.2 ( [3]). Seja G um grafo conexo com n vértices. Então qn(G) < dn. Ainda,
se d2 = n− 1, então q2(G) = n− 2.

Teorema 2.3 ( [3]). A Conjectura 1.1 é válida para grafos regulares.

Lema 2.1. Sejam α, β, n, t ∈ N. Se:
a) n = 6 + α+ β e t = 2 + α, então 2 ≤ t ≤ n− 4, com n ≥ 6;
b) n = 8 + α+ β e t = 4 + α, então 4 ≤ t ≤ n− 4, com n ≥ 8;
c) n = 9 + α+ β e t = 5 + α, então 5 ≤ t ≤ n− 4, com n ≥ 9.
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Demonstração. pulando linha

a) n = 6 + α+ β = 4 + (2 + α) + β ⇔ n = 4 + t+ β ⇔ n ≥ 4 + t ⇔ t ≤ n− 4. Do
mesmo modo, t = 2 + α ⇔ t ≥ 2, e portanto 2 ≤ t ≤ n− 4.

b) Mesma ideia do item a) tomando n = 8 + α+ β = 4 + (4 + α) + β.

c) Mesma ideia do item a) tomando n = 9 + α+ β = 4 + (5 + α) + β.

Lema 2.2. Sejam n ≥ 13, 2 ≤ t ≤ n − 4 e a função p : R × N2 → R definida por
p(x, n, t) = −x3 + (n+ 2t+ 2)x2 − (2nt+ 4t+ 4)x+ 4(t2 + t). Então,

a) p(0, n, t) > 0 e p(2, n, t) < 0;

b) p(t+ 1, n, t) < 0 e p(2t, n, t) > 0;

c) p(2t+ 1, n, t) > 0 e p
(
n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , n, t

)
< 0;

d) p(n− 2, n, t) > 0 e p(t, n, t) < 0.

Demonstração. Sejam α e β naturais.

a) Observe que p(0, n, t) = 4(t + t2) > 0 para todo t > 0. Seja σ(n, t) = p(2, n, t) =
4t2 + 4t+ 4n− 4tn− 8. Logo, σ(6 + α+ β, 2 + α) = −8− 8α− 4β − 4αβ < 0 e do Lema
2.1a), conclúımos que σ(n, t) = p(2, n, t) < 0, para todo 2 ≤ t ≤ n− 4.

b) Observe que p(2t, n, t) = 4t(t−1) > 0, para todo t ≥ 2. Seja ψ(n, t) = p(t+1, n, t) =
−3 +n− t+ 3t2−nt2 + t3. Logo, ψ(6 +α+β, 2 +α) = −3−4α−α2−3β−4αβ−α2β < 0
e do Lema 2.1a), conclúımos que ψ(n, t) = p(t+ 1, n, t) < 0, para todo 2 ≤ t ≤ n− 4.

c) Seja ξ(n, t) = p(2t + 1, n, t) = −3 + n − 4t + 2nt. Assim, ξ(6 + α + β, 2 + α) =
19+13α+2α2+5β+2αβ > 0 e do Lema 2.1a), conclúımos que ξ(n, t) = p(2t+1, n, t) > 0,
para todo 2 ≤ t ≤ n− 4. Por outro lado,

p
(
n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , n, t

)
= −127− 8

n3− 52
n2− 126

n −36n−3n2+ 443t
2 + 12t

n3 + 90t
n2 + 229t

n +47nt+

−333t2

2n −
51nt2

2 − n2t2

2 + 565t3

8 + t3

n3 + 31t3

2n2 + 243t3

4n +6nt3− 141t4

8 −
3t4

2n2 − 11t4

n −
nt4

2 + 19t5

8 + 3t5

4n −
t6

8

= a(t) + b(t)
n3 + c(t)

n2 + d(t)
n + e(t)n+ f(t)n2 =

= a(t)n3+b(t)+c(t)n+d(t)n2+e(t)n4+f(t)n5

n3 = ξ1(n,t)
n3

onde

ξ1(n, t) = a(t)n3 + b(t) + c(t)n+ d(t)n2 + e(t)n4 + f(t)n5 e

a(t) = −127 + 443t
2 −

651t2

4 + 565t3

8 − 141t4

8 + 19t5

8 −
t6

8 ,

b(t) = −8 + 12t− 6t2 + t3,

c(t) = −52 + 90t− 57t2 + 31t3

2 −
3t4

2 ,

d(t) = −126 + 229t− 333t2

2 + 243t3

4 − 11t4 + 3t5

4 ,

e(t) = −36 + 47t− 51t2

2 + 6t3 − t4

2 e

f(t) = −3 + 5t
2 −

t2

2 .

Portanto, para analisarmos o sinal de p
(
n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , n, t

)
, basta que analisemos

o sinal de ξ1(n, t) (já que o denominador n3 é sempre positivo). Agora,
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ξ1(9+α+β, 5+α) = −49788− 290871α
2 −145224α2− 633101α3

8 − 109557α4

4 − 50371α5

8 − 1931α6

2 −
755α7

8 − 21α8

4 −
α9

8 −55917β− 204957αβ
2 − 308265α2β

4 − 264643α3β
8 − 73019α4β

8 − 6585α5β
4 −191α6β−

103α7β
8 − 3α8β

8 −17226β2− 49485αβ2

2 −14658α2β2− 39083α3β2

8 − 2061α4β2

2 − 539α5β2

4 − 21α6β2

2 −
3α7β2

8 −2273β3− 5401αβ3

2 − 4981α2β3

4 − 2413α3β3

8 − 353α4β3

8 − 27α5β3

8 − α6β3

8 −136β4− 271αβ4

2 −
91α2β4

2 − 13α3β4

2 − α4β4

2 − 3β5 − 5αβ5

2 − α2β5

2 , ou seja, ξ1(9 + α + β, 5 + α) < 0 e do Lema

2.1c), conclúımos que p
(
n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , n, t

)
< 0 para 5 ≤ t ≤ n− 4.

Para os casos em que 2 ≤ t ≤ 4, temos:

• p (n+ 2, n, 2) = 16− 4n < 0, para todo n ≥ 5.

• p
(
n+ 2− 1

n , n, 3
)

= 38 + 1
n3 + 2

n2 − 6
n − 3n = 38n3+1+2n−6n2−3n4

n3 = f3(n)
n3 ,

onde f3(n) = 38n3+1+2n−6n2−3n4. Assim, para analisarmos o sinal de p
(
n+ 2− 1

n , n, 3
)
,

basta analisar o sinal de f3(n). Como f3(13+α) = −3184−7252α−1566α2−118α3−3α4 <
0, segue que f3(n) < 0, para n ≥ 13, ou seja, p

(
n+ 2− 1

n , n, 3
)
< 0, para n ≥ 13.

• p
(
n+ 3− 2

n , n, 4
)

= 83+ 8
n3 + 4

n2− 34
n −n

2 = 83n3+8+4n−34n2−n5

n3 = f4(n)
n3 , onde f4(n) =

83n3+8+4n−34n2−n5. Como f4(9+α) = −1252−13244α−5083α2−727α3−45α4−α5,
segue que f4(n) < 0, para n ≥ 9, ou seja, p

(
n+ 3− 2

n , n, 4
)
< 0, para n ≥ 9.

Portanto, p
(
n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , n, t

)
< 0, para 2 ≤ t ≤ n− 4 e n ≥ 13.

d) Sejam σ1(n, t) = p(n − 2, n, t) = 4t2 + 4n2 + 20t − 20n − 8tn + 24 e σ2(n, t) =
p(t, n, t) = t3 + 2t2 − t2n. Logo, σ1(6 + α + β, 2 + α) = 8 + 12β + 4β2 > 0 e σ2(6 +
α + β, 2 + α) = −8 − 8α − 2α2 − 4β − 4αβ − α2β < 0 e, do Lema 2.1a), conclúımos que
σ1(n, t) = p(n− 2, n, t) > 0 e σ2(n, t) = p(t, n, t) < 0, para todo 2 ≤ t ≤ n− 4.

Lema 2.3. Sejam n ≥ 13 e 2 ≤ t ≤ n− 4. Então,

[0, 2] ∩ [t+ 1, 2t] ∩
[
2t+ 1, n+ t2−5t+10

2 − t−2
n

]
= ∅.

Demonstração. Sejam α e β naturais. Para provarmos tal afirmação é suficiente provarmos
que 0 < 2 < t+ 1 < 2t < 2t+ 1 < n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , para todo n ≥ 13 e 2 ≤ t ≤ n− 4.

Como é imediato que 2 < t + 1 e t + 1 < 2t, para todo t ≥ 2 e 2t < 2t + 1, para todo
t, basta mostramos que 2t + 1 < n + t2−5t+10

2 − t−2
n , para todo n ≥ 13 e 2 ≤ t ≤ n − 4.

Provar essa desigualdade equivale a provar

2t+ 1 < n+ t2−5t+10
2 − t−2

n ⇔ n+ t2−5t+10
2 − t−2

n − 2t− 1 > 0⇔ t2n+2n2−9nt+8n−2t+4
2n > 0.

Como o denominador nessa última desigualdade é sempre positivo, para provarmos que
2t+1 < n+ t2−5t+10

2 − t−2
n , basta que provemos que t2n+2n2−9nt+8n−2t+4 > 0, para todo

n ≥ 13 e 2 ≤ t ≤ n−4. Para isto, definamos a função φ(n, t) = t2n+2n2−9nt+8n−2t+4.
Logo, φ(8 +α+ β, 4 +α) = 28 + 10α+ 9α2 +α3 + 20β+ 3αβ+α2β+ 2β2 > 0 e, do Lema
2.1b), conclúımos que φ(n, t) > 0 para todo 4 ≤ t ≤ n− 4.

Para os casos em que t = 2 e t = 3, temos:

• φ(n, 2) = 2n2 − 6n > 0, para todo n ≥ 4;

• φ(n, 3) = 2n2 − 10n− 2 > 0, para todo n ≥ 6.

Assim, temos que φ(n, t) > 0 para 2 ≤ t ≤ n−4 e n ≥ 13, donde t2n+2n2−9nt+8n−2t+4
2n =

φ(n,t)
2n > 0.
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Teorema 2.4. Seja G um grafo com n ≥ 13 vértices e isomorfo ao grafo Gn,t = K2 ∨
(Kn−t−2 ∪Kt), tal que 2 ≤ t ≤ n− 4. Então:

(i) 2 é autovalor de Q(G) com multiplicidade n− t− 3;
(ii) n− 2 é autovalor de Q(G) com multiplicidade 1;
(iii) t é autovalor de Q(G) com multiplicidade t− 1;
(iv) A matriz reduzida RQ(G) é dada por

RQ(G) =

 2 2 0
n− t− 2 n t

0 2 2t


e seus 3 autovalores equivalem aos autovalores q1, q3 e qn de Q(G).

Demonstração. Suponha G isomorfo a Gn,t. A matriz Q(G) pode ser escrita da forma 2I(n−t−2)×(n−t−2) J(n−t−2)×2 0(n−t−2)×t
J2×(n−t−2) (n− 2)I2×2 + J2×2 J2×t
0t×(n−t−2) Jt×2 tIt×t + Jt×t

 ,

onde I é a matriz identidade, J é uma matriz cujas entradas são todas iguais a 1 e os
blocos diagonais são, respectivamente, de ordem n− t− 2, 2 e t. Para cada i = 1, 2, . . . , n
seja ei o vetor cuja i-ésima entrada é igual a 1 e as demais iguais a 0. Assim:

(i) Defina os vetores xi = e1 − ei,∀ i = 2, . . . , n − t − 2. Observe que Q(G)xi = 2xi.
Logo, 2 é autovalor com multiplicidade, no mı́nimo, n− t− 3.

(ii) O vetor z = en−t−1 − en−t é um autovetor associado ao autovalor n− 2.
(iii) Defina os vetores yi = en−t+1 − en−t+i,∀ i = 2, . . . , t. Observe que Q(G)yi = tyi.

Logo, t é autovalor com multiplicidade, no mı́nimo, t− 1.
(iv) Pelo Teorema 2.1 obtemos a matriz reduzida RQ(G) de Q(G) e todos seus au-

tovalores também são autovalores de Q(G). Resta então mostrar que os três autovalores
equivalem aos autovalores q1(G), q3(G) e qn(G) de Q(G). O polinômio caracteŕıstico de
RQ(G) é dado por RQG(x) = p(x, n, t) = −x3 +(n+2t+2)x2− (2nt+4t+4)x+4(t2 + t).

Dos itens (i), (ii) e (iii) acima temos n−t−3+t−1+1 = n−3 autovalores conhecidos.
Agora, do Lema 2.2a) e d) segue que p(2, n, t) 6= 0, p(n − 2, n, t) 6= 0 e p(t, n, t) 6= 0
e, portanto, 2, n− 2 e t não são autovalores de RQ(G), isto é, os demais 3 autovalores de
Q(G) são exclusivamente determinados pela matriz RQ(G) e são distintos de 2, n− 2 e t.

Do Lema 2.2a), b) e c) e Lema 2.3, o polinômio caracteŕısitico p(x, n, t) possui exata-

mente uma raiz em cada um dos intervalos [0, 2],[t + 1, 2t] e
[
2t+ 1, n+ t2−5t+10

2 − t−2
n

]
,

uma vez que p(x, n, t) é de grau 3 e tais intervalos são disjuntos.
Do Teorema 2.2 temos qn(G) < dn(G) = 2, donde qn(G) ∈ [0, 2]. Como d1(G) =

d2(G) = n − 1 segue do mesmo Teorema que q2(G) = n − 2. Portanto, uma vez que
q1(G) ≥ q2(G) ≥ · · · ≥ qn(G), e munidos dos resultados obtidos em (i), (ii) e (iii) acima,

conclúımos que q1(G) ∈
[
2t+ 1, n+ t2−5t+10

2 − t−2
n

]
, q3(G) ∈ [t+ 1, 2t], q4(G) = q5(G) =

· · · = qt+2(G) = t e qt+3(G) = qt+4(G) = · · · = qn−1(G) = 2, seguindo o resultado.

A partir do Teorema 2.4 é fácil provar que q1(Gn,t) + q2(Gn,t) + q3(Gn,t) é limitado
superiormente por e(Gn,t) + 6, isto é, satisfaz a Conjectura 1.1 para k = 3.
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Teorema 2.5. Para n ≥ 13 e 2 ≤ t ≤ n− 4, T3(Gn,t) < e(Gn,t) + 6.

Demonstração. Seja G isomorfo a Gn,t para n ≥ 13 e 2 ≤ t ≤ n− 4. Note que o número
de arestas de G pode ser dado por

e(G) = 2(n− (t+ 2)) + e(Kt+2) = 2n− 2t− 4 + (t+2)(t+1)
2 = 2n− 2t− 4 + t2+3t+2

2 =

= 2n+ t2+3t+2−4t−8
2 = 2n+ t2−t−6

2

Pelo Teorema 2.4(iv), temos 2t + 1 < q1(G) < n + t2−5t+10
2 − t−2

n , q2(G) = n − 2 e
t+ 1 < q3(G) < 2t. Logo

2t+ 1 + n− 2 + t+ 1 < q1(G) + q2(G) + q3(G) < n+ t2−5t+10
2 − t−2

n + n− 2 + 2t

3t+ n < T3(G) < 2n+ 2t− 2 + t2−5t+10
2 − t−2

n

3t+ n < T3(G) < 2n+ 4t−4+t2−5t+10
2 − t−2

n

3t+ n < T3(G) < 2n+ t2−t+6
2 − t−2

n . (1)

Sendo e(G) = 2n+ t2−t−6
2 temos

e(G) + 6 = 2n+ t2−t+6
2 . (2)

e substituindo (2) em (1), obtemos:

3t+ n < T3(G) < e(G) + 6− t−2
n < e(G) + 6 ⇔ T3(G) < e(G) + 6.

Proposição 2.1. A Conjectura 1.1 é verdadeira para Gn,1 = K2 ∨ Kn−2, com n ≥ 13,
isto é, T3(Gn,1) < e(Gn,1) + 6.

Demonstração. Para t = 1 temos, do Lema 2.2a), p(2, n, 1) = 0. Isso quer dizer que
2 é também autovalor da matriz reduzida RQ(G) do Teorema 2.4(iv). Logo, a partir
do Teorema 2.4, temos q2(G) = n − 2, q3(G) = q4(G) = . . . = qn−1(G) = 2, q1(G) =
2+n+

√
−12+4n+n2

2 e qn(G) = 2+n−
√
−12+4n+n2

2 (q1(G) e qn(G) obtidos através da matriz

reduzida RQ(G)). Não é dif́ıcil ver que 2+n+
√
−12+4n+n2

2 < n + 3 para todo n. Assim,
q1(G) < n+3, q2(G) = n−2 e q3(G) = 2. Por outro lado, e(G)+6 = (2n−3)+6 = 2n+3,
e, portanto q1(G) + q2(G) + q3(G) < (n+ 3) + (n− 2) + 2 = 2n+ 3 = e(G) + 6.

Proposição 2.2. A Conjectura 1.1 é verdadeira para Gn,n−3 = K2 ∨ (K1 ∪Kn−3), com
n ≥ 13, isto é, T3(Gn,n−3) < e(Gn,n−3) + 6.

Demonstração. Para t = n − 3 temos, do Lema 2.2d), p(n − 2, n, n − 3) = 0. Isso quer
dizer que n−2 é também autovalor da matriz reduzida RQ(G) do Teorema 2.4(iv) e como
q2(G) = n− 2, segue que, para t = n− 3, q2(G) = q3(G) = n− 2. Ainda, para esse caso,
q4(G) = q5(G) = . . . = qn−1(G) = n−3 (Teorema 2.4(iii)), q1(G) = n−1+

√
n2 − 6n+ 13 e

qn(G) = n−1−
√
n2 − 6n+ 13 (q1(G) e qn(G) obtidos através da matriz reduzida RQ(G)).

Não é dif́ıcil ver que n− 1 +
√
n2 − 6n+ 13 < n+ (n−3)2−5(n−3)+10

2 . Assim, q1(G) < n+
(n−3)2−5(n−3)+10

2 − n−5
n = n+ n2−11n+34

2 − n−5
n e q2(G) = q3(G) = n−2 < 2(n−3) = 2n−6.

Por outro lado, e(G) = 2 + e(Kn−1) = 2 + (n−1)(n−2)
2 = 2 + n2−3n+2

2 = n2−3n+6
2 , donde

e(G) + 6 = n2−3n+6
2 + 6 = n2−3n+18

2 .
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Portanto, q1(G) + q2(G) + q3(G) < n+ n2−11n+34
2 − n−5

n + n− 2 + n− 2

< n+ n2−11n+34
2 − n−5

n + n− 2 + (2n− 6)

= n2−3n+18
2 − n−5

n = e(G) + 6− n−5
n < e(G) + 6. �

Proposição 2.3. A Conjectura 1.1 é verdadeira para Gn,n−2 = K2 ∨ Kn−2 = Kn, com
n ≥ 13, isto é, T3(Gn,n−2) < e(Gn,n−2) + 6.

Demonstração. Consequência imediata do Teorema 2.3, uma vez que Kn é um grafo re-
gular.

Assim, com base nessas informações e nas operações acima, podemos enunciar o prin-
cipal resultado desse trabalho:

Teorema 2.6. Seja G um grafo isomorfo ao grafo Gn,t = K2∨(Kn−t−2∪Kt), com n ≥ 13
e 1 ≤ t ≤ n− 2. Então T3(G) < e(G) + 6.

Demonstração. Consequência imediata do Teorema 2.5 e das Proposições 2.1, 2.2 e 2.3.

3 Conclusões

Apresentamos uma subfamı́lia Gn,t da famı́lia de grafos split que satisfaz a Conjectura
1.1 para a soma dos três maiores autovalores de Q. Experimentos computacionais usando
o AutoGraphicX (AGX) nos ajudaram tanto na busca dessas famı́lias de grafos quanto
nas ideias dos resultados algébricos desse trabalho.
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