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Resumo. Seja G um grafo simples com n vértices e e(G) arestas. A matriz laplaciana sem
sinal de G é dada por Q(G) = D(G) + A(G), onde D(G) é a matriz diagonal composta
pelo grau dos vértices de G e A(G) é a matriz de adjacéncia de G. Sejam q1,¢2, ..., G, 0S
autovalores de Q(G) em ordem nao-crescente. Nesse trabalho, provamos que existe uma
subfamilia G, ; da familia de grafos split que satisfaz a Conjectura

TW(G) = ﬁ:q < (@) + (k;1>

para a soma dos trés maiores autovalores de Q.

Palavras-chave. matriz laplaciana sem sinal, soma de autovalores, limitantes.

1 Introducao

Dado um grafo G = (V, E) com n vértices e e(G) arestas, denotamos por A(G) a
matriz de adjacéncia de G e D(G) a matriz diagonal dada pela soma das linhas de A(G),
isto é, os graus dos vértices de G. A matriz Q(G) = D(G) + A(G) é chamda de matriz
laplaciana sem sinal de G. Como de costume, rotulamos os autovalores de Q(G) em ordem
nao-crescente e os denotamos por q; > g2 > ... > g,. Denotamos por K, o grafo completo
com n vértices e e(K,) = (g) = "(”271) arestas. Sejam G = (V1,E1) e Go = (Va, E»)
grafos disjuntos com Vi, V5 e Ey, Ey seus respectivos conjuntos de vértices e arestas. A
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unidao G U Gg é o grafo (V4 U Vo, E1 U Es). A juncao (join) G = G1 V G2 é obtida de
G1 U G9 onde cada vértice de GGy é ligado por uma nova aresta a cada vértice de Go. Um
grafo split é um grafo cujos vértices podem ser particionados em uma clique (um subgrafo
completo de um grafo GG) e um conjunto independentes de vértices. Em 2013, Ashraf et
al. [2] propuseram a Conjectura 1.1 a respeito da soma dos maiores autovalores de Q(G):

Conjectura 1.1. Seja G um grafo com e(G) arestas. Entao,

b k41
T:(G) = ZQi <e(G)+ o |» para todo 1 < k <n.
i=1

Ashraf et al. [2] provaram que a Conjectura 1.1 é valida para k = 1,2,n — 1,n e, se
G for regular, ela é valida para 1 < k < n. Alguns trabalhos vém abordando o problema
de forma isolada, uma vez que o caso geral da Conjectura 1.1 parece ser muito dificil de
ser provado de tal forma que a Conjectura 1.1 continua em aberto. Recentemente, Yang
e You [5] provaram que a Conjectura 1.1 é vélida para grafos uniciclicos e biciclicos para
todo 1 < k < n e grafos triciclicos com k # 3. Neste trabalho provamos que a Conjectura

1.1 é vélida para uma subfamilia de grafos G, ; = K2V (K, ;2 UK;) da familia de grafos
split para o caso k = 3.

2 Familia de Grafos G,

Seja Gt o grafo split com n vértices composto por uma clique com t + 2 vértices e
um conjunto com n — t — 2 vértices independentes, com 2 <t < n — 4. Assim, a familia
Gt é definida como o join Gt = KoV (Kp—t—2 U K;), onde 2 <t <n — 4.

Para os proximos resultados identificaremos vy, vo, - -+, vp_¢_o como os n—t—2 vértices
independentes, v,,_;—1 € v,—; como os vértices da clique ligados aos n — t — 2 vértices
independentes € vy _¢41, Un—t12, " " * Un—2, Un_1, Up cOMO 0s demais vértices da clique. Assim,
apresentamos primeiro os Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3 e os Lemas 2.1, 2.2 e 2.3 que nos ajudara

a obter o resultado principal deste trabalho.

Teorema 2.1 ( [1], [4]). Seja M = (m;;) wma matriz em blocos quadrada de ordem n,
onde cada m;;,1 <1i,j < k, € uma matriz de ordem n; x m;j tal que suas linhas tém soma
constante igual a c;j. Seja entdo a matriz RM = (c;5),1 < 4,5 < k. Entao, o polindmio
caracteristico de RM divide o polinémio caracteristico de M.

A matriz RM do Teorema 2.1 é chamada de matriz reduzida associada a matriz M.

Teorema 2.2 ( [3]). Seja G um grafo conexo com n vértices. Entio qn(G) < dy,. Ainda,
sedy =n—1, entdo g2(G) =n — 2.

Teorema 2.3 ( [3]). A Conjectura 1.1 € valida para grafos regulares.

Lema 2.1. Sejam «, 3, n,t € N. Se:
a)n=6+a+pfet=2+a, entio2<t<n-—4, comn > 6;
b)n=84+a+pBet=4+a, entao 4 <t<n-—4, comn>8;
c)Jn=94+a+pet=5+a, entao5<t<n-—4, comn >9.
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Demonstragao.

a)n=6+a+p=4+2+a)+8 © n=44+t+5 & n>4+t & t<n—-4. Do
mesmo modo, t =2+ a < t> 2, eportanto 2 <t <n—4.

b) Mesma ideia do item a) tomandon =8+ a+ =4+ (4+«a) + 8.

¢) Mesma ideia do item a) tomandon =9+ a+ 8 =4+ (5+a) + 5. O

Lema 2.2. Sejam n > 13, 2 <t < n —4 e a funcio p : R x N> = R definida por
p(z,n,t) = —x3 4+ (n + 2t + 2)x> — (2nt + 4t + 4)z + 4(t> + ). Entdo,

a) p(0,n,t) >0 e p(2,n,t) <0;

b) p(t+1,n,t) <0 e p(2t,n,t) >0;

c) p(2t+1,n,t) >0 ep(n—l—tzf‘r’%N—%,n,t) <0;

d) p(n—2,n,t) >0 e p(t,n,t) <0.

Demonstragdo. Sejam « e  naturais.

a) Observe que p(0,n,t) = 4(t + t?) > 0 para todo t > 0. Seja o(n,t) = p(2,n,t) =
4t 4 4t 4 4n — 4tn — 8. Logo, 0(6 +a + 3,2+ a) = —8 — 8a — 48 — 4a3 < 0 e do Lema
2.1a), concluimos que o(n,t) = p(2,n,t) < 0, para todo 2 <t <n —4.

b) Observe que p(2t,n,t) = 4¢(t—1) > 0, para todo t > 2. Seja ¢(n,t) = p(t+1,n,t) =
—3+n—t+3t2—nt?+13. Logo, Y(6+a+5,2+a) = -3 —4a—a?-38—4aB—a?3 <0
e do Lema 2.1a), concluimos que ¢(n,t) = p(t + 1,n,t) <0, para todo 2 <t <n —4.

c) Seja £(n,t) = p(2t + 1,n,t) = =3 +n — 4t + 2nt. Assim, {(6+a+ (,2+a) =
19+ 13a+2a? +58+2a8 > 0 e do Lema 2.1a), concluimos que &(n,t) = p(2t+1,n,t) > 0,
para todo 2 <t < n — 4. Por outro lado,

p(n+ t2,52t+10 t—2 2 . t) —127—§—@—m—36n 3n Jr4423t+12t+90t+w+47 -

2 1 2 22 3 13 24 1414 4 114 4 1 5 5 6
333t Blnt? 2t+565t+ +?§7f2+ 43;: 4+ Gned — 41t 3t t_%_i_ 9t _‘_?L_%

= a(t) + 28 4 B L 9O Loy 4 f(t)n? =

n3 n?2

a(t)n3+b(t)+c(t)n+dgt)n2+e(t)n4+f(t)n5 _ fl(g,t)

onde
&1 (n,t) = a(t)n® + b(t) + c(t)n + d(t)n® + e(t)n* + f(t)n’ e
2 3 4 5 6
a(t) = —127 + 443t 65it + 5685t _ 14ét i 1%t t8’
b(t) = -8+ 12t — " 612 + 13,
c(t) = —52 + 90t — 57¢2 + 312 _ 3
d(t) = —126 + 229¢ — 3337 | 2430 q14d 4 30
e(t) = —36 + 47t — 2 51; + 613 — %
_ 5t ¢
Portanto, para analisarmos o sinal de p <n + '52_5%10 - %, n, t), basta que analisemos

3

o sinal de &1(n,t) (j& que o denominador n® é sempre positivo). Agora,
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4
51(9+Oé+5, 5+a) — 49788 — 290%7104 14592402 — 6331é)1a3 _ 1095457a4 _ 503gla5 _ 19321a6 N
Ts5al _ % — &’ 559174 204957a8 _ 3082(15042/3 _ 26464;33&35 _ 730130#6 _ 65820456 —191a83—

103075 3a 3088 1722642 — 49485082 146580282 — 390830332 2061&452 _ 539a°8%  21a%8%
2

8 4 2
732 3 243 3433 443 583 o683 4
30186 _ 2273ﬁ3 _ 54012045 - 49813 B _ 2413a B> _ 353084 B 270é B ,3 136/34 o 271aﬂ -

910‘22’84 - 1363354 — 0‘4254 —3p° — % -2 B , OU seja, 51(9+04+ﬁ 5+04) < 0edo Lema
2.1¢), concluimos que p <n—i— '52_5%10 — %,n,t) <Oparab<t<n-—4.

Para os casos em que 2 <t < 4, temos:

ep(n+2mn, 2):16 4n<0 paratodon25.

°p (n +o-1p 3) — 38+ L + 2 5 _ 3 = 380 +1+2n3 6n2—3n* fs(n)
onde f3(n) = 38n3+1+2n 6n —3n4 Ass1m para anahsarmos o sinal dep (n + 2 —2n 3),
basta analisar o sinal de f3(n). Como f3(13+a) = —3184 725200— 156602 118043 3a <
0, segue que f3(n) < 0, para n > 13, ou seja, p(n+2 M, 3) < 0, paran > 13.

ep(n+3—2n,4) :83—1—? 772_:%4 n2 — 83n° +8+4n3 34n%—n® f4( ) ondef4( ) =
83n3 +8+4-4n—34n? —n®. Como f4(9+a) = —1252— 132440 — 508302 —727a —45a* —ab,
segue que fy(n) < 0, para n > 9, ou seja, p(n+3—f n 4) <0, paran > 9.

Portanto,p(n—i—% =2 2 nt)<0 para2<t<n—4en >13.

d) Sejam o1(n,t) = p(n — 2,n,t) = 4t> + 4n? + 20t — 20n — 8tn + 24 e oa(n,t) =
p(t,n,t) = 2+ 2t2 — t2n. Logo, 01(6 + o+ 3,2 +a) = 8 + 128 + 482 > 0 e 02(6 +
a+B,2+a)=—-8—8a—2a%—48 —4aB — a?B < 0 e, do Lema 2.1a), concluimos que
oi1(n,t) =p(n —2,n,t) >0 e oa(n,t) = p(t,n,t) <0, para todo 2 <t <n —4. O

Lema 2.3. Sejamn > 13 e 2 <t <n —4. Entao,
0,2 N[t +1,2( 0 26+ 1, 4 E=310  122] g,

Demonstracao. Sejam « e [ naturais. Pa2ra provarmos tal afirmacao ¢ suficiente provarmos

queO<2<t—|—1<2t<2t—|—1<n+#—%,pamt0don213e2§t§n—4.

Como ¢é imediato que 2 < t+1et+ 1 < 2t, para todo t > 2 e 2t < 2t 4+ 1, para todo
2

t, basta mostramos que 2t +1 < n + % — %, para todon > 13e2 <t <n—4.

Provar essa desigualdade equivale a provar

2 2 2
2t+1<n+%_%@n+%_ﬁ_2 1>0<:>tn+2n—9nt+8n 2044 - (.

n 2n

Como o denominador nessa iltima desigualdade é sempre positivo, para provarmos que
2t4+1 < n—l—m%m—%, basta que provemos que t>n+2n%—9nt+8n—2t+4 > 0, para todo
n > 13e2 <t < n—4. Para isto, definamos a funcio ¢(n,t) = t>n+2n% —9nt +8n—2t +4.
Logo, ¢(8 +a+ B,4+a) = 28+ 10a + 9a? + a3 + 208 + 3aB + a?B+ 282 > 0 e, do Lema
2.1b), concluimos que ¢(n,t) > 0 para todo 4 <t <n — 4.

Para os casos em que t = 2 e t = 3, temos:

e $(n,2) = 2n% — 6n > 0, para todo n > 4;

e $(n,3) = 2n% — 10n — 2 > 0, para todo n > 6.

Assim, temos que ¢(n,t) > 0para2 <t <n—4en > 13, donde t2"+2n2_92"$+8"_2t+4 =

out) g, O
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Teorema 2.4. Seja G um grafo com n > 13 vértices e isomorfo ao grafo G, = KoV
(Kn_t—2UKy), tal que 2 <t <n — 4. Entdo:

(i) 2 é autovalor de Q(G) com multiplicidade n —t — 3;

(i) n — 2 € autovalor de Q(G) com multiplicidade 1;

(iii) t € autovalor de Q(G) com multiplicidade t — 1;

(iv) A matriz reduzida RQ(G) € dada por

2 2 0
RQG)=| n—t—2 n ¢
0 2 2t

e seus 8 autovalores equivalem aos autovalores q1, q3 € qn de Q(G).

Demonstragdo. Suponha G isomorfo a G, ¢. A matriz Q(G) pode ser escrita da forma

2Lt x(n—1-2) | Jn—t—2)x2 | -2yt
Jox (n—t-2) | (n—2)Ihx2 + Jax2 | Joxt ;
Ot (n—t—2) | Jixco |t + Jixe

onde [ é a matriz identidade, J é uma matriz cujas entradas sao todas iguais a 1 e os
blocos diagonais sao, respectivamente, de ordem n —t — 2,2 e t. Paracadai=1,2,...,n
seja e; o vetor cuja i-ésima entrada é igual a 1 e as demais iguais a 0. Assim:

(i) Defina os vetores z; = e; —¢;,V i =2,...,n —t — 2. Observe que Q(G)x; = 2x;.
Logo, 2 é autovalor com multiplicidade, no minimo, n — ¢t — 3.

(ii) O vetor z = e,_¢—1 — e,—¢ € um autovetor associado ao autovalor n — 2.

(iii) Defina os vetores y; = €p—i+1 — €n—t+i,V i = 2,...,t. Observe que Q(G)y; = ty;.
Logo, t é autovalor com multiplicidade, no minimo, ¢ — 1.

(iv) Pelo Teorema 2.1 obtemos a matriz reduzida RQ(G) de Q(G) e todos seus au-
tovalores também sao autovalores de Q(G). Resta entdo mostrar que os trés autovalores
equivalem aos autovalores ¢1(G), ¢3(G) e ¢,(G) de Q(G). O polindémio caracteristico de
RQ(G) é dado por RQg(z) = p(z,n,t) = —2® + (n+2t +2)2? — (2nt + 4t +4)x + 4(t> + ).

Dos itens (i), (ii) e (i) acima temos n—t—3+t—141 = n—3 autovalores conhecidos.
Agora, do Lema 2.2a) e d) segue que p(2,n,t) #0, p(n—2,n,t) #0 e p(t,n,t)#0
e, portanto, 2, n — 2 e ¢t nao sao autovalores de RQ(G), isto é, os demais 3 autovalores de
Q(G) sao exclusivamente determinados pela matriz RQ(G) e sao distintos de 2, n — 2 e ¢.

Do Lema 2.2a), b) e ¢) e Lema 2.3, o polindémio caracterisitico p(x, n,t) possui exata-

mente uma raiz em cada um dos intervalos [0, 2],[t + 1,2¢t] e [215 +1,n+ 1&275+10 — %],
uma vez que p(xz,n,t) é de grau 3 e tais intervalos sao disjuntos.

Do Teorema 2.2 temos ¢,(G) < d,(G) = 2, donde ¢,(G) € [0,2]. Como di(G) =
d2(G) = n — 1 segue do mesmo Teorema que ¢2(G) = n — 2. Portanto, uma vez que
@1 (G) > @2(G) > -+ > ¢n(G), e munidos dos resultados obtidos em (%), (i) e (iii) acima,

concluimos que ¢;(G) € [215 +1,n+ M%m — %}, q3(G) € [t +1,2t], u(G) = ¢5(G) =

= q2(G) =t e qi3(G) = q4a(G) = - -+ = gn-1(G) = 2, seguindo o resultado.
[

A partir do Teorema 2.4 é facil provar que q1(Gnt) + ¢2(Gnt) + ¢3(Gpt) é limitado
superiormente por e(Gy ) + 6, isto é, satisfaz a Conjectura 1.1 para k = 3.
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Teorema 2.5. Paran > 13 e2 <t <n—4, T3(Gn4) < e(Gpnt) + 6.

Demonstragao. Seja G isomorfo a G, paran > 13 e 2 <t <n — 4. Note que o nimero
de arestas de G pode ser dado por
2
e(G) =2(n— (t+2)) +e(Kipa) =2n -2t — 4+ E2HD) 9 — 9 — 4 4 L3042
— op4t +3t+22—4t—8 — ot 721%6

Pelo Teorema 2.4(iv), temos 2t + 1 < ¢1(G) < n + M%lo — 2 0(G) =n—-2e
t+1<¢3(G) < 2t. Logo
2t+1+n—2—|—t+1<q1(G)+qQ(G)—|—q3(G)<n—|—t =oIt0 22 4y 242t
3t +n < T3(G) < 2n + 2t — 2 4 L5010 _ -2
3t+n < T3(G) < 2n+ 4t—4+t22—5t+10 _ T2
3t+n<T3(G)<2n+t2—Tt+6—ﬂ. (1)

n

Sendo e(G) = 2n 4+ £ 6 temos
(@) 4 6 = 2n 4 L=156, (2)

e substituindo (2) em (1), obtemos:
3t+n<T3(G)<e(G)+6—-—2<e(G)+6 <« T3(G)<e(G)+6.
O

Proposicao 2.1. A Conjectura 1.1 é verdadeira para G, 1 = Ka V K,_o, comn > 13,
isto €, T3(Gp1) < e(Gn,1) + 6.

Demonstragao. Para t = 1 temos, do Lema 2.2a), p(2,n,1) = 0. Isso quer dizer que
2 é também autovalor da matriz reduzida RQ(G) do Teorema 2.4(iv). Logo, a partir
do Teorema 2.4, temos ¢2(G) = n — 2, ¢3(G) = @u(G) = ... = ¢o—1(G) = 2, 1(G) =
2inty *§2+4"+”2 e qu(G) = Hny 7§2+4n+”2 (¢1(G) e gn(G) obtidos através da matriz

reduzida RQ(G)). Nao é dificil ver que 2Fn+v _§2+4n+”2 < n + 3 para todo n. Assim,
@1(G) <n+3,¢02(G) =n—2e q3(G) = 2. Por outro lado, e(G)+6 = (2n—3) +6 = 2n+3,
e, portanto ¢1(G) + @2(G) + ¢3(G) < (n+3)+ (n—2)+2=2n+3 =¢(G) +6. O

Proposigao 2.2. A Conjectura 1.1 é verdadeira para Gy pn—3 = KoV (K1 U K,,_3), com
n > 13, isto €, T3(Gpn-3) < e(Gpn—3) + 6.

Demonstragdo. Para t = n — 3 temos, do Lema 2.2d), p(n — 2,n,n — 3) = 0. Isso quer
dizer que n — 2 é também autovalor da matriz reduzida RQ(G) do Teorema 2.4 (iv) e como
¢2(G) = n — 2, segue que, para t =n — 3, ¢2(G) = ¢3(G) = n — 2. Ainda, para esse caso,
(G) = q¢5(G) = ... = ¢4—1(G) = n—3 (Teorema 2.4(%ii)), ¢1(G) = n—1++/n? —6n + 13 e
n(G) =n—1—vn? — 6n + 13 (¢1(G) e ¢,(G) obtidos através da matriz reduzida RQ(QG)).
Nao é dificil ver que n — 1+ vn? —6n+13 <n + (n73)275("73)+10 Assim, ¢1(G) <n+
(=350 n5 _ 4 n?oUnd 05 6 00 () = g5(G) = n-2< 2(n 3) = 2n—6.

Por outro lado, e(G) = 2 + e(K,—1) = 2 + %2() R g"%, donde
_ n®-3n+6 — n®—3n+18
e(G) +6 = "= + 6 = S,
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Portanto, q1(G) + ¢2(G) 4+ ¢3(G) < n + % — 22 4y p—24n—2
< n2—f— 7"271%"+34 — "775 +n—2+(2n—6)
= Ri—entle _32”“8—”7_5:6((?)4—6—”7_5 <e(G)+6. O

Proposicao 2.3. A Conjectura 1.1 é verdadeira para Gy pn—2 = KoV Ky_o = K,,, com
n > 13, isto €, T5(Gpn—2) < e(Gpn—2) + 6.

Demonstragao. Consequéncia imediata do Teorema 2.3, uma vez que K, é um grafo re-
gular. O

Assim, com base nessas informacoes e nas operacoes acima, podemos enunciar o prin-
cipal resultado desse trabalho:

Teorema 2.6. Seja G um grafo isomorfo ao grafo Gy, = KoV (Kp—4—2UKY), comn > 13
el <t<n-2. Entio T3(G) < e(G) + 6.

Demonstragao. Consequéncia imediata do Teorema 2.5 e das Proposigoes 2.1, 2.2e2.3. [

3 Conclusoes

Apresentamos uma subfamilia G, ; da familia de grafos split que satisfaz a Conjectura
1.1 para a soma dos trés maiores autovalores de ). Experimentos computacionais usando
o AutoGraphicX (AGX) nos ajudaram tanto na busca dessas familias de grafos quanto
nas ideias dos resultados algébricos desse trabalho.
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