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Resumo. Neste trabalho, apresentamos um algoritmo de tempo linear que permite localizar,
num dado intervalo real, o niimero de autovalores de uma matriz laplaciana perturbada
qualquer associada a uma arvore. Este algoritmo pode ser aplicado a arvores com ou sem
pesos. Utilizando este procedimento, obtemos uma caracterizagao das arvores com até cinco
autovalores distintos para uma familia de matrizes laplacianas perturbadas, que inclui a
matriz de adjacéncias e a matriz laplaciana normalizada como casos particulares.
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1 Introducao

A Teoria Espectral de Grafos estuda a relagao existente entre o espectro de matrizes
associadas a grafos e propriedades estruturais dos grafos. A matriz mais comumente
utilizada para representar um grafo é a matriz de adjacéncias. Se G é um grafo simples
nao orientado com vértices vi, ..., vy, a matriz de adjacéncias A = (a;;) de G é a matriz
real simétrica de ordem n com entradas 0 ou 1, definida por a;; = 1 se, e somente se,
existe uma aresta conectando os vértices v; e vj, onde 1 < 4,5 <n, i # j.

Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos. Em [7], Jacobs e Trevisan apresentaram
um algoritmo para calcular o nimero de autovalores de uma arvore em um dado intervalo
real. Esse método tem como caracteristica importante percorrer os vértices da arvore sem
necessidade do uso da matriz explicitamente. Nesse artigo, os autores também observaram
que o procedimento teria potencial para ser adaptado para outras matrizes, por exemplo
para a matriz laplaciana combinatoria, ou seja, a matriz L = D — A, onde D é a matriz
diagonal cuja entrada ii da diagonal é o grau do vértice v; de um grafo G e A é a matriz
de adjacéncias de G.

O algoritmo de Jacobs e Trevisan e suas extensoes que foram sendo desenvolvidas
tém-se mostrado uma ferramenta pratica e eficiente em Teoria Espectral de Grafos. Em
particular, podemos destacar o trabalho de Fritscher et al. [5], em que foi apresentada pela
primeira vez uma adaptacao do algoritmo para a matriz laplaciana combinatéria, utilizada
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na demonstracao de que, dentre todas as arvores de n vértices, a arvore com energia
laplaciana méaxima é a estrela S,,, solucionando positivamente a conjectura de Radenkovié¢
e Gutman em [8]. J4 em [3], Braga et al. adaptaram o algoritmo de Jacobs e Trevisan para
a matriz laplaciana normalizada de uma &rvore, introduzida por Chung [4]. Os autores
em [3] utilizaram o algoritmo para estudar a multiplicidade dos autovalores da matriz
laplaciana normalizada de uma arvore com diametro menor ou igual a 4, e caracterizaram
todas as arvores com até cinco autovalores laplacianos normalizados distintos.

A diversidade de resultados obtidos com a utilizacdo do algoritmo para diferentes
matrizes motivou-nos no desenvolvimento de um algoritmo para localizar os autovalores
de uma matriz laplaciana perturbada qualquer associada a uma arvore, em um intervalo
real dado, que apresentamos neste trabalho.

Um grafo é dito com pesos se a cada aresta e;; ligando o vértice v; ao vértice v; é
associado um numero real w(e;j) = w;j, denominado peso da aresta e;;. Um grafo sem
pesos pode ser entendido como um grafo com pesos onde todas as arestas tém peso 1.
Em [1], Bapat et al. definiram a matriz laplaciana perturbada de um grafo G com pesos
positivos, que tem como casos particulares a matriz de adjacéncias, a matriz laplaciana
combinatéria e a matriz laplaciana normalizada, entre outras, generalizando assim essas
matrizes. Dada uma matriz diagonal real D, a matriz laplaciana perturbada de G com
respeito a D, denotada por 2(G), é a matriz 2(G) = D — A(G), onde A(G) é a matriz de
adjacéncias de G, isto é, A(G) = (ai;), onde

wij, se vv; é uma aresta
a;j = .
*J 0, caso contréario.

Além disso, definimos o peso do vértice v; como sendo a entrada ¢ da matriz diagonal D.

O algoritmo que desenvolvemos para a matriz laplaciana perturbada, além de preservar
a praticidade do algoritmo de Jacobs e Trevisan e suas extensoes, tem a vantagem de poder
ser utilizado para obter-se simultaneamente resultados para diversas matrizes associadas
a uma arvore, além de poder-se trabalhar com arvores com pesos, o que nao era possivel
até entao.

2 Algoritmo de Localizacao de Autovalores de Matrizes La-
placianas Perturbadas

Tendo como entradas uma arvore com pesos 1 de ordem 7, um escalar @ € R e uma
matriz diagonal real D, o algoritmo que apresentamos nesta secao faz a diagonalizacao da
matriz 2(T) + al, onde (T é a matriz laplaciana perturbada de T' com respeito & matriz
D. O algoritmo tem como saida uma matriz diagonal D, congruente & matriz 2(T) + al.
Lembramos que duas matrizes quadradas de ordem n, A e B, sdo congruentes se existe
uma matriz invertivel P tal que A = PTBP.

Assim como no algoritmo de Jacobs e Trevisan para a matriz de adjacéncias, o algo-
ritmo que descrevemos a seguir pode ser executado diretamente sobre a arvore T

Para a execucgao do algoritmo, inicialmente deve-se escolher um vértice arbitrario como
raiz da arvore T'. Os vértices sao numerados como vy, vz, ...,v,, de tal forma que se v;
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é filho de vy, entao j > k. Neste caso, a raiz é vi. Observamos que todo vértice v de T,
exceto a raiz, possui um pai, que é o vértice adjacente a v que nao € filho de v.

O algoritmo associa, a cada vértice v; de T, um valor real a(v;) que no final do algoritmo
coincide com a entrada ii da matriz diagonal D,. Por esta razao, vamos denominar a(v;)
o valor diagonal de v;. Inicialmente, cada vértice v; recebe o valor diagonal a(v;) = 6; + a,
onde §; é o peso do vértice v;, ou seja, a entrada 47 da matriz diagonal D.

O algoritmo entao é aplicado seguindo a numeracao dos vértices, das folhas em direcao
a raiz, conforme apresentado na Figura 1. Para um vértice vg, denotamos por Fj o
conjunto de todos os filhos de v;. Observamos que se vy é uma folha, que nao é a raiz,
entao F}, = 0.

Entrada: &rvore com pesos 1 de vértices wvi,vg,...,Un, escalar a e
matriz diagonal D.

Saida: entradas da diagonal de uma matriz diagonal D, congruente a
PUT) + al.

Inicialize a(v;):=d; + «, para todo vértice v; de T.
Para k=n até 1
se v ndo é uma folha, entdo
1. se a(vi) #0, para todo v; € F}, entdo
2
a(vy) < a(og) — Y (wik)”
’UiGFk CL(UZ')
2. se a(v;) =0 para algum v; € Fj, ent8o
escolha um vértice v; em Fj tal que a(v;) = 0;

2
s
a(vg) ! J2k) ;oa(v)) 2
se v, tem um pai vy, remova a aresta vrUy.
Imprima a(vy),a(ve),...,a(vy).

Figura 1: Algoritmo Diagonalize W(T, o).

Para mostrar que o procedimento acima realmente calcula os valores de uma matriz
diagonal congruente & matriz 2(T) + al, consideremos um vértice v de T com um filho
vj, 0 que corresponde as entradas abaixo:

k ea(vg) ... wey

Il wik o alvy)

Se a(v;) # 0, entdo, as seguintes operacoes elementares nas linhas e colunas da matriz
anulariam as entradas kj e jk:
Wi
Lj e Ck — Ck — ACJ
a(v;)

wjk

a(v;)

Lk%Lk—
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Realizadas as duas operagoes elementares acima, as novas entradas da matriz seriam:

(wiy)?

k cooafvg) — oy 0

P e ey

Assim, se um vértice vy tiver todos os seus filhos com valores diagonais nao nulos,
entao cada um desses valores poderia ser usado para anular as entradas nao diagonais da
linha e coluna de v; na matriz. Neste caso, ap0ds realizar as mesmas operacoes elementares
para todos os filhos de v, o valor diagonal de vy seria

wir )2
G(Uk)— Z ( Zk) P

v, €Fy, a<vi)

que coincide com o valor atribuido pelo algoritmo neste caso (passo 1).

Se existir algum filho v; de vy com a(v;) = 0, entdo o vértice v; poderia ser utilizado
para anular as duas entradas nao diagonais de qualquer outro filho v; de vg, assim como
as duas entradas que representam a aresta que liga v a seu pai vy, caso v nao seja a raiz
de T'. Até este ponto, a submatriz com linhas e colunas 1, j, k, ¢ seria dada por:

¢ O¢ + Wek

k Wt op + « WEj Wiy
7 Wik 0

i Wik a(v;)

Neste caso as seguintes operagoes elementares nas linhas e colunas removeriam as entradas
ik e ki da submatriz acima,

Wik Wi

Li<—Li— Lj [§] OZ<—Cz—

Cj,
Wik Wkj

enquanto que as operacoes abaixo removeriam as entradas k¢ e fk:

Lg%Lg—% j € Cg(—Cg—% g
wjk wkj
Note que wjj, = wy; # 0, pois v; ¢ filho de vy.
Podemos observar que as duas ultimas operagoes correspondem a remover a aresta que
liga vi, ao seu pai vy, desconectando o grafo, o que é feito no algoritmo (passo 2). Neste
ponto, a submatriz com linhas e colunas i, j, k, £ teria sido transformada para:

/ 0 + « 0

k 0 ok + o wj 0
j Wik 0

i 0 a(v;)
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A seguir, as operagOes abaixo

1) 1)
LkeLk—MLj e C;M—C’k—MCj
2(,4ij 2wkj
anulariam a entrada kk e as novas entradas seriam:
J4 op+a 0
k 0 0wk 0
J wir 0
i 0 a(v;)

Por fim, as operagoes abaixo

1 1
Lj — Lj + TML’“’ Cj — Cj -+ @C}C,
Lk — Lk — %Lj, Ck — O — w]Tij

resultariam na seguinte forma diagonalizada:

Y dp + « 0

k 0 _(kaj)Q 0 0
J 0 2

i 0 a(v;)

Note que os valores diagonais de v; e v; obtidos nas operacoes anteriores sao exatamente
os valores diretamente atribuidos pelo algoritmo no passo 2.

Uma vez que os valores diagonais calculados diretamente pelo algoritmo foram obtidos
através de operagoes elementares realizadas nas linhas e colunas de tal forma que cada
operacao realizada para uma linha foi também realizada para a coluna correspondente, a
matriz diagonal D, cujas entradas sao os n valores diagonais calculados pelo algoritmo
é tal que D, = S(2(T) + aI)ST, onde S é a matriz invertivel composta pelas operacoes
elementares realizadas nas linhas de 2(T") + al. Desta forma, segue que Dy, e 2(T) + ol
sao congruentes. Consequentemente, pela Lei da Inércia de Sylvester (veja [6, Teorema
4.5.8]), obtemos o resultado abaixo:

Teorema 2.1. Fizada uma matriz diagonal real D, sejam T uma drvore com pesos, 2(T) a
matriz laplaciana perturbada de T' com respeito a D e o um numero real. Seja Dy a matriz
diagonal cujas entradas na diagonal sao produzidas pelo algoritmo Diagonalize W(T, —«).
Entao, o numero de entradas positivas, negativas e nulas em D, € igual ao numero de
autovalores de %(T) que $a0 Mmaiores, MeENoOTes e iguais a «, respectivamente.

Exemplo 2.1. Seja T a drvore do lado esquerdo da Figura 2, cujos pesos estdo re-
presentados sobre as arestas. Consideremos o caso em que os pesos dos vértices (en-
tradas diagonais da matriz D) vi,va,v3,v4 € vs de T sao dados, respectivamente, por
51:1,52:2,53:1,54:1 6(55:1.

Aplicando o algoritmo DiagonalizeW(T, ), com o« = —2, cada vértice v; de T serd
inicializado com o wvalor diagonal a(v;) = §; — 2, para i = 1,...,5. Estes valores estao
representados sobre os vértices de T' no lado esquerdo da Figura 2.
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ty (t_i ) | :T. ] —= v2 fé ) { .éxﬁ 3
v 1 T 1= R N e
ot ChYs b Dw
Figura 2: Aplicacéo do algoritmo Diagonalize W(T', &) com aw = —2
Como vy e vs sao os filhos de vy e tém walores nao nulos, o algoritmo atribui
_ (w34)?  (wss)® _ 22 12 _
a(v?’) = —1- alvg)  alvs) T~ - =1 =1 T 4.

Ao processar o vértice vy, como ele tem um filho com valor nulo (o vértice va), o

algoritmo atribui o valor diagonal 2 para va, enquanto que o valor diagonal de v torna-se

a(v) = -t = B = L

Assim, como o algoritmo produziu dois valores diagonais positivos e trés negativos,
pelo Teorema, 2.1, podemos concluir que 2(T) tem dois autovalores maiores do que 2 e trés
autovalores menores do que 2.

Ao aplicarmos o algoritmo com o = 0, obtemos que 2(T) tem quatro autovalores
positivos e um negativo, enquanto que, utilizando o = —1, obtemos que ?/(T) tem um
autovalor igual a 1, dois autovalores menores do que 1 e dois autovalores maiores do que
1. Podemos, desta forma, concluir que %(T) tem um autovalor negativo, um autovalor em
(0,1), um autovalor igual a 1 e dois autovalores maiores do que 2.

3 Arvores com até Cinco Autovalores Distintos com Relacao
a uma Familia de Matrizes Laplacianas Perturbadas

O diametro de um grafo é a maxima distancia entre seus vértices. Sabe-se que se GG
é um grafo conexo com pesos positivos e com didmetro d, entao toda matriz laplaciana
perturbada de G tem pelo menos d + 1 autovalores distintos (veja [2, Teorema 4.1.7]). Se
além disso G for bipartido, entdao qualquer matriz laplaciana perturbada de G da forma
ul —A(G), onde p € R, tem espectro simétrico em relagao ao nimero real p ( [2, Teorema
4.3.2)).

Com o objetivo de caracterizar todas as arvores com até cinco autovalores distintos para
matrizes laplacianas perturbadas da forma ul — A, para algum p € R, basta considerar
as arvores com didametro d menor ou igual a 4, visto que uma arvore é um grafo conexo
bipartido.

Seja T uma arvore de n vértices e didmetro d menor ou igual a 4. Se d =1, T é o grafo
completo com dois vértices e tem 2 autovalores distintos. No caso em que d = 2, T é a
estrela S, e, utilizando o algoritmo DiagonalizeW (T, «), obtemos que T' tem exatamente
3 autovalores distintos, simétricos em relacao ao autovalor u, cuja multiplicidade é igual
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an — 2. Segue também do algoritmo que o caminho Py com quatro vértices é a tunica
arvore com exatamente 4 autovalores distintos e qualquer outra arvore de diametro d = 3
tem exatamente 5 autovalores distintos ( [2, Teorema 4.3.7]). No caso em que d = 4, T
¢é da forma apresentada na Figura 3: contém um vértice v adjacente a k > 2 vértices v;,
i1=1,...,k, de grau p; + 1, onde p; > 1, e cada v; é adjacente a p; folhas, e v também
é, possivelmente, adjacente a m > 0 folhas. Neste caso, segue-se do algoritmo que T' tem
exatamente 5 autovalores distintos se, e somente se, m = 0e k =2, oum =0, k > 3
e todos os vértices v;, i = 1,..., k, possuem a mesma soma dos quadrados dos pesos das
arestas que ligam v; aos seus pendentes ( [2, Teorema 4.4.5]).

m

P P, P P

Figura 3: Arvore de didmetro 4.
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