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Resumo. Este trabalho apresenta uma interpretagao combinatoria, em termos de partigao,
para a sequéncia dos ntmeros pares e resultados relacionados a uma generalizagao dos coe-
ficientes trinomiais.
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1 Introducao

Em 1894, L.J Rogers descobriu um par de identidades que, mais tarde, passaram a
se chamar Identidades de Rogers-Ramanujan. Durante a primeira metade de Século XX
varios matematicos incluindo Rogers, F.H. Jacson e W. N. Bailey descobriram identida-
des que, na forma, assemelham-se as de Rogers-Ramanujan. Em sua tese de doutorado,
L. J. Slater (aluna de Bailey) apresentou uma lista de 130 identidades do tipo Rogers-
Ramanujan. Em 1986 Andrews apresentou um algoritmo através do qual generalizacoes
polinomiais de Identidades do tipo Rogers-Ramanujan podem ser obtidas.

Em [5] foram apresentadas novas interpretagdes combinatoérias para algumas sequéncias
a partir de ideias dadas por Andrews em [2], e resultados dados por Santos em [3]. As
sequeéncias interpretadas incluem os niimeros de Fibonacci, os niimeros de Pell e os ntimeros
de Jacobsthal em termos de particao. Esse trabalho apresenta ainda conjecturas para os
termos gerais das sequéncias e algumas identidades provadas bijetivamente. No calculo da
férmula para o termo geral da sequéncia encontrada usando o Método de Andrews com
f23(—q,t), um novo instrumento de contagem foi encontrado, que difere do coeficiente
trinomial por nao ter a variagao de sinal. Foi apresentada em [7], uma interpretacao em
termos de caminho reticulado para tal coeficiente, nosso objetivo é apresentar resultados
relacionados a esta generalizagao dos coeficientes trinomiais.
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2 Definicoes

Uma particao de um inteiro n é uma sequéncia nao crescente de inteiros positivos
k
(A1, A2+ Ag), tal que Y 7 Ay =n.
Notacao de g-séries:

(a)n = (a;q)n =H 11__(12;{” =(1—-a)(l—-aq)...(1—aqg" "), (1)

onde n é um inteiro positivo, a e ¢ nimeros complexos

lim (a; ¢)n = (a5 9)o = (€)oo = [ [ (1 — ag’) (2)
7=0

n—aoo

para |¢| < 1.
Os polinémios Gaussianos sao definidos como a seguir:

[ " ] — (Q)m(q n—m - o (3)

0, caso contdrio.

Estes polinémios sdo conhecidos como g-analogos dos niimeros binomiais, o que signi-
fica que o limite quando ¢ tende a 1 de (3) é

n n!
(m> :(n—m)!m!' )

Os coeficientes de 277" na expansdo de (1 + x + x2)" sdo chamados de coeficientes
trinomaiais e sao dados por:

n n 2n — 2h
)z (G055 ”

Do mesmo modo que os polindmios Gaussianos, a expressao seguinte representa um
g-analogo dos coeficientes trinomiais:

J(n,j,q>=2<—1>hqh2[’;] [f’i;fhh] . )

h>0

Define-se T'(n, k) como o ntimero de caminhos reticulados de (0,0) até (n,n — 2k),
usando passos U = (1,1), D = (1, —1) e, em niveis pares também H = (2,0).
A funcio geradora para T'(2n, k) é dada por (1 + 3z + 22)". [ [7], A026374.]
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3
3 Identidade 23
Em [6] a Identidade 23 é dada por:
00 —1)" n? .2 o
> LM (G0 )oe (46, 09) (0 ) ool oo (7)

2. 2 2. 2
(P (0%
O Método de Andrews sugere a insercao de um parametro ¢ no somatério, de maneira
conveniente, para se obter uma equacao funcional e uma relacao de recorréncia, que é o

objeto central das interpretacoes combinatérias. Para a Identidade 23 a funcao utilizada
foi fa3(q,t) dada por
o0 2
(1)t
fos(q,t) = e (8)

= (0%
Que resulta na equagao funcional:
(1= 1) fa3(q,t) = 1 — tqfaz(q, tq”). (9)
E a relacao de recorréncia:
Py=1
Pa(g) = (1= ¢*"") Py (10)

Santos apresentou em [3] uma férmula para esta familia de polinémios:

o) [e.e]

. . L ,
Pu(g) = D ¢ HI0n,35,9)— > ¢ T2 (n,1 - 34,q). (11)

j=—o0 j=—o0

Calculando o limite:

i o) = 3 (), (), .

j=—00

) -2 -

lim J(n,j,q) = ( " ) . (14)
q— ] 3

Substituindo ¢ = —1 em (10), obtém-se P,,(—1) = 2". De onde é possivel chegar a uma
nova férmula para a sequéncia dos nimeros pares, em termos do novo coeficiente.

"= % (), (), 2.0) )

j=—o00 j=—o00

No qual

resulta de
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3.1 Interpretacao Combinatdria

A interpretacdo combinatéria para P,(—q) é feita usando fa3(—g,t), dada por:

00 tnqnz B 1 00 tnqn2
,;) (t;®)ny1  (1—1t) (1 * nz:; 1—tg) (1 tq2n)> : (16)

Observando que n2 =1+ 3+ --- + 2n — 1, tem-se no numerador todos os impares de
1 até 2n — 1 aparecendo exatamente uma vez, e no denominador os pares irrestritos, com
maior parte podendo ser 2n. Com essas observagoes e levando em consideracao o fator
1/(1 —t), é possivel enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.1. O numero de particoes onde os impares de 1 até o maior impar aparecem
exatamente uma vez, e a maior parte pode ser mo mdrimo um a mais do que o maior

impar, em até N partes, € igual a 27V,

A Tabela 1 ilustra o Teorema 3.1 para pequenos valores de V.

Tabela 1: Tlustracao do Teorema para faz(—q,t).

Partigoes descritas no Teorema (3.1)

N oN
0 0 1
1 1 2
2 3+1; 2+1 4
3 24+42+1;3+2+1; 44+3+1, 5+3+1 8
4 2+42+2+1;34+2+2+1;4+4+3+1; 4+3+2+1;
5+4+3+1;5+3+2+1;6+5+3+1; 7+5+3+1 | 16

Muitas interpretagoes como esta foram feitas em [5] para a sequéncia de Fibonacci,
Pell, Jacobsthal, outras disponiveis em [7] e para coneficientes de séries de poténcias para
algumas fungoes.

4 Coeficiente

n
No texto o novo coeficiente foi denotado por ( . ) e tem termo geral:
J
3

)=z -

Um triangulo foi construido com este coeficiente, cada linha representa um valor fixo
de n e as colunas se devem a variagao de j ( —n < j < n).
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1
1 3 1
1 6 11 6 1

1 9 30 45 30 9 1
1 12 58 144 195 144 58 12 1
1 15 95 330 685 873 685 330 95 15 1
1 18 141 630 1770 3258 3989 3258 1770 630 141 18 1
1 21 196 1071 3801 9198 15533 18483 15533 9198 3801 1071 196 21 1

Existem interpretagoes para as diagonais deste triangulo, da direita para a esquerda a
primeira diagonal é formada apenas por 1’s, a segunda diagonal é formada por multiplos
de 3, ou seja:

R R ) R O

A diagonal, cujos primeiros termos sao 1,11,30,58,95,141,--- ¢é descrita em [ [7],

n(9n —7)

A051682] pelos nimeros hendecagonais que sao da forma . Eles sao encontrados

ao se escrever os numeros 0,1,2,3,4,--- em uma espiral triangular. A sequéncia dada
representa os valores presentes na mesma linha, e a direita do 0. Esta diagonal pode ser

descrita como:
1 _
1 n ([ _nOn-7) (19)
1 n—2 2—n 2
3 3 3

A coluna central deste triangulo tem os primeiros termos dados por 1, 3,11, 45,195,873, - - -

e é descrita em [ [7], A026375], com termo geral dado por:

& n 2k
a(n) = ( ) ( ) =T(2n,n). (20)
k;Z:o k k

n
A igualdade ( _ ) =T(2n,n — j) é estabelecida como coroldrio do Teorema 4.1.
J
3

Teorema 4.1.

(1+%+xw%:§:<ﬁ> zi T, (21)
3

j=mn \ 7

Demonstracao:

(1+3z+2%)" = [(1+2)* +z]" Y ( Z ) [(14x)?]" "2l = Zn: ( Z ) (14z)2n—2hgh =

h=0
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n 2n—2h n 2n—2h
< n > [ Z < 2n —2h > x2n—2h—k1k] R < n ) ( 2n —2h >$n—h—k:
o\ P k=0 k h=0 k= h k

e (20 (1) e

Jj=—nh>0

Ao substituirmos j = n— h—k, observando que h varia de 0 até n e k de 0 até 2n — 2h,
podemos concluir que j ird variar de —n até n. O

Seguem dois corolarios importantes.

Corolario 4.1.

(7) — T(2n,n — j). (22)
J 3

Zn: (”) — 5" (23)
3

j=n \ 7

Corolario 4.2.

Reescrevendo a fungio geradora (1 + 3z + 2)" = 2™(z™! + 3 + 2)", encontra-se um
fato que pode ser visualizado no triangulo,

()00, &

Da seguinte igualdade foi possivel encontrar a relagao para construcao do triangulo.

(' +3+2)" = ' +3+2)(z t +3+2)" L (25)

Isso significa que o coeficiente de 27 na expansao de (z=! + 3 + )" é igual a soma do
coeficiente de 27! com o triplo do coeficiente de 27 e o coeficiente de 277! na expansio
de (x71 4+ 3+ 2)" L. Ou seja,

(),-0a) 200, Ca)y e
i), \i-1), i), \Ji+1 ),

Em [5] véarias conjecturas que envolvem esse coeficiente foram apresentadas, mas ainda
cabe buscar uma interpretagao combinatéria.

5 Conclusoes

Este estudo buscou apresentar caracteristicas de uma generalizacao dos ntmeros tri-
nomiais, coeficiente encontrado durante o trabalho com interpretagées combinatodrias. Foi
possivel interpreta-lo como a quantidade de certos tipos de caminho, mas ainda é possivel
pensar em uma interpretagdo mais préxima da feita para os ndmeros binomiais e trinomi-
ais.
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