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Resumo. Neste trabalho, propomos uma ferramenta algébrica para construir reticulados a
partir de ordens maximais nas algebras dos quatérnios cujo centro é um corpo de niimeros
totalmente real. Em particular, usando a teoria e resultados obtidos, apresentamos uma
construgao dos reticulados unimodulares Eg e Aoy.
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1 Introducao

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™ gerado por combinagoes de
n vetores linearmente independentes em R™. A é dito unimodular se for integral e se
det(A) = 1. Constelagoes de sinais tendo a estrutura de reticulados s@o consideradas
importantes para a transmissao de sinais pois a estrutura algébrica e geométrica dos
reticulados facilita no processo de codificacao e decodificagao.

A estrutura da dlgebra dos quatérnios tem sido proposta para STBC (Space-Time Block
Code) desde a introdugao do cédigo de Alamout para duas antenas transmissoras [1]. No
contexto de STBC, reticulados tem sido construidos usando ordens maximais em algebra
de divisao ciclica [7].

Motivados pela construcao de reticulados, neste trabalho estamos interessados em cons-
truir os reticulados unimodulares Fg e Asy via ordens maximais nas algebras de divisao
de indice 2 sobre corpos de nimeros totalmente reais. A menos de isometria, Fg e Agy sdo
os unicos reliculados unimodulares pares e com maior densidade de empacotamento nas
dimensoes 8 e 24, respectivamente.
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Este trabalho é organizado como segue. Na Secao 2, selecionamos alguns resultados
bésicos da teoria de reticulados ideais. Na Secao 3, apresentamos conceitos e resultados
envolvendo algebra dos quatérnios e ordens maximais. Na Secao 4, expomos um método
de construir reticulados via algebra dos quatérnios sobre corpos de numeros totalmente
reais e caracterizamos a matriz geradora de tais reticulados. Na Secao 5, construgoes
dos reticulados Eg e Aoy sdo apresentadas. Finalmente, na Seg@o 6, apresentamos nossa
conclusao.

2 Reticulados Ideais

A teoria de reticulados ideais fornece uma forma de construir reticulados algébricos.
Como nosso foco é a construcao de reticulados sobre corpos de niimeros totalmente reais,
apresentamos alguns resultados e conceitos dessa teoria para corpos nestas condigoes.

Seja K um corpo de nimeros totalmente real de grau n e seja Ok seu anel dos inteiros.

Entao, existem n homomorfismos distintos o; : K — R, parai=,--- ,n.
Dado = € K, os valores N q(x) = [[i, 0i(z) e Trgqg(z) = i 0i(x) sdo chamados
norma e trago de x em K/Q, respectivamente. Se {wi,- - ,w,} é uma Z-base de Ok,

entdo o discriminante de K é dado por dg = (det(aj (wi))%zl) .
Um reticulado ideal é um reticulado A = (Z,q,), onde Z é um ideal de Ok e ¢, :
I XTI — 7 étal que

Ga(z,y) = Trgglary),

onde o € K é totalmente positivo, ou seja, o;(a) > 0Vi. A dimensdo de um reticulado
ideal é o grau n do corpo de ntimeros K.

Seja a € K tal que o; = 0;(a) > 0 para todo i = 1,--- ,n. O homomorfismo o, : K —
R™ onde

oa(r) = (Varo1(z), -+, /anon(z))
é chamado de homomorfismo torcido. Quando o = 1, o homomorfismo é chamado de
homomorfismo canénico.
Pode-se mostrar que se Z C Ok é um Z-modulo livre de posto n com Z-base {wy, - -+ , wp},
entdo a imagem A = 0,(Z) é um reticulado em R™ com base {o4(w1), -+ ,04(wy,)}. Além
disso, como K é totalmente real, a matriz de Gram associada ao reticulado A = 0,(Z) é

G = (TTK/Q(O‘UJZ'“TJ‘))Z]':1 )

e o determinante de A é detA = detG.

3 Algebra dos Quatérnios e Ordem dos Quatérnios

Uma dlgebra dos quatérnios A = (o, )k sobre um corpo K é uma &lgebra central

simples de dimensdo 4 com base {1,4,], k} satisfazendo i2 = «, j2 = B e k = ij = —ji,
onde o, § € K/{0}.
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Example 3.1. Um exemplo cldssico de dlgebra dos quatérnios sobre o corpo dos niumeros
reais € a dlgebra dos quatérnios de Hamilton H = (=1, —1)g.

Sex € A, x = x1+xoi+x3)+4k com x1, 29, 73,74 € K, entdo T = 11 — w9t — 23] — x4k
é chamado de conjugado de x. Para x € A, o trago reduzido e norma reduzida de x sdo
definidos como
Trd(x) =x+7 e Nrd(z) =27,

respectivamente.

Uma &lgebra dos quatérnios A = (o, f)k é uma algebra de divisao se, e somente se,
Vz € A\ {0}, Nrd(z) # 0 e A é definida se, e somente se, a forma quadrética Trd(zy) em
A é definida positiva, para todo z,y € A, ou seja, Trd(zZ) > 0, Trd(zy) em A é definida
positiva, para todo x € A.

Seja R um anel com corpo de fragoes K e seja A = («, 8)g uma dlgebra dos quatérnios
sobre K. Uma ordem O em A é um subanel de A contendo a unidade, ou equivalentemente,
se O é um R-modulo finitamente gerado tal que A = KO. Logo, considerando R um anel
de K e a élgebra A = (a,f)k, com «,8 € R, entdo O = {ag + a1i + agj + ask :
ap, a1, a9, a3 € R} é uma ordem em A denotada por O = («a, 8)g.

Se Z é um ideal na algebra dos quatérnios A e O é uma ordem de A, dizemos que Z é
um ideal a esquerda de O se OZ C Z e T é um ideal a direita de O se ZO C Z. A norma
reduzida de Z, denotada por Nrd(Z), é o R-ideal fracionario grado por {Nrd(z) : v € Z}.

Proposicao 3.1. [3/ Seja O uma R-ordem em uma dlgebra dos quatérnios A. Se x € O,
entdo Trd(x), Nrd(x) € R.

Seja O uma R-ordem em uma algebra dos quatérnios A. O discriminante reduzido de
O, D(0), é um ideal gerado por {{x1,z2, 23} : x1, 22,23 € O}, onde

{z1, 22, 23} = Trd([x1, 22|T3) = (x122 — X221)T3 — x3(T122 — T21).

Uma ordem M em uma algebra dos quatérnios A é mazimal se M nao esta propria-
mente contida em nenhuma outra ordem de A.

Proposicao 3.2. [5] Se M é uma ordem mazimal em A contendo outra ordem O, entao
o discriminante satisfaz

D(O) =D(M) - [M: 0], DM) =D(A.

Reciprocamente, se D(O) = D(A), entdo O € uma ordem mazimal em A.

4 Reticulados Via Ordem Maximal da Algebra dos Quatérnios

Nesta secao propomos uma construcao algébrica de reticulados de dimensao 4n via
ordens maximais de uma algebra dos quatérnios, identificando sua matriz de Gram e sua
matriz geradora. Podemos definir reticulados ideais via ordens maximais da mesma forma
como definimos reticulados ideais via corpo de nimeros.
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Seja K um corpo de niimeros totalmente real de grau n e A uma algebra dos quatérnios
sobre K. Se Z é um ideal em A e a é um elemento totalmente positivo em K, entdo temos
uma forma bilinear simétrica definida positiva Q, : Z x Z — Q dada por Q,(z,y) =
Trg o(aT'rd(zy)).

Neste caso, seja A = (Z, «) o reticulado ideal associado a @QQ,. Note que, se o corpo de
nimeros K sobre Q é de grau n, entao o reticulado tem dimensao 4n, n > 1.

Seja M uma ordem maximal de A com base B = {v1,va,v3,v4}. Se [K: Q] =n e Ok
é o anel dos inteiros de K entao {ui, -+ ,u,} é uma Z-base de Q. Considerando Z = M
um ideal de A com base B e a um elemento totalmente positivo de K entao A = (Z, «) é
um reticulado ideal de dimensao 4n com base

B’:{vin}:{wl,---,w4n},i:1,---,4ej:1,-~,n.

Além disso, como K é um corpo de numeros totalmente real, a matriz de Gram associada
al=(Z,«a)é
G = Trgg(aTrd(wwy)),

onde w;, wj € B’. Da mesma forma, o determinante de A é detA = detG.

A proposicao a seguir fornece um modo de escrever o determinante de um reticulado em
termos de alguns parametros algébricos. Isso é de grande importancia para as construgoes
que apresentamos aqui.

Proposicao 4.1. [6] Seja K um corpo de nimeros totalmente real e A uma dlgebra dos
quatérnios definida sobre K. Se T C M ¢é um ideal de uma ordem mazximal M de A e «
é um elemento totalmente positivo de K tal que A = (Z,a) é um reticulado, entao

det(G) = dgN(a)* N (Nrd(2)) (D(M)?), (1)
onde G € a matriz de Gram de A.

Uma condicao necessaria, mas nao suficiente, para um reticulado A seja isomorfo a um
reticulado (y/cA’)™, uma versdo escalonada de A’; é que

det(A) = c"det(A'), (2)

uma vez que a matriz de Gram de (y/cA')"™ é ¢cM, onde M é a matriz geradora de A’ e
c € Z.

Utilizando as Equagoes (1) e (2) podemos construir uma versao rotacionada de um
reticulado conhecido na literatura com matriz de Gram G. A construgao que propomos
aqui, diferente de [6], nos permite explicitar além da matriz de Gram, também a matriz
geradora deste reticulado rotacionado.

Seja {u1,--- ,u,} a Z-base de Ok, entdo a matriz geradora do reticulado o9, (Ox)
obtido utilizando o homomorfismo torcido é

201(a)or(uy) - 20 (a)on(u)
M, =

201 (a)or(up) - 200 (@)on(un) /.,
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Expandindo M; em uma matriz 4n x 4n, obtemos a seguinte matriz:

My 0 0 0
o M 0 0

n=149 o M; 0 : (3)
0 0 0 M

Consideramos a matriz ¢ cujas linhas sdo os coeficiente de B = {vy,v2,v3,v4} (base de

M), onde vg = vg1 + V521 + Vs3] + vsak, para s = 1,--- 4. Aplicando os n homomorfismos
de Kem R, 01, ,0p, nos elementos de ¢ obtemos a seguinte matriz 4n x 4n:
01(()0”) S 0
¢2 = (ok(piy)) = : : :
0 - onley)
ondei,j=1,---,4ek=1,--- ,n. Assim, a matriz geradora do reticulado ideal A = (Z, )

¢é dada por M = ¢1¢9.

5 Construgao dos Reticulados E5 e Ay

Nesta secao, seguindo a construcao proposta na Secao 4, encontramos ideais Z C M e
elementos totalmente positivos o € K tais que o reticulado ideal A = (Z, «) seja isomorfo
aos reticulados unimodulares mais densos nas dimensoes 8 e 24, os reticulados Eg e Aoy,
respectivamente. Nestas construgoes os algoritmos foram implementados nos softwares
Magma e Wolfram Mathematica.

5.1 Construcao do FEg

Considere a dlgebra dos quatérnios A = (—1, —1)k sobre o corpos de nimeros total-
mente real K = Q(w), onde w = (g + (g LA ordem M caracterizada pela base
B:{171+i’1+j’1+i+j+k}
w w 2

(4)
é uma ordem maximal em A. De fato, pelas Proposicoes 3.1 e 3.2,
Trd(v;), Nrd(v;) € Og = Z[w] and D(M) = (1) = D(A),

para todo v; € B, i =1,---,4. De acordo com a Proposicao 4.1, para que a condicao (2)
seja satisfeita para A’ = FEg, precisamos encontrar o € K totalmente positivo e Z C M
um ideal a direita tal que

¢ = 22N (a)*N(Nrd(T))*, (5)
pois det(Eg) = 1, D(M) = 1 and dg = 23. Considerando o ideal T = M, e o elemento
totalmente positivo o = 2 — ((s + (3 ') em K entdo A = (Z,2 — w) é um ideal reticulado
com base B’ dada por

1+ 1 4j 14itj+k L+itjthk
w 2 w ’

Bl:{17w7 51+i7 ) )
w
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que satisfaz (6), para ¢ = 4. Além disso, a matriz de Gram de A = (Z,2 — w) é dada
por G = Trgg(aTrd(w;w;)) onde w;,w; € B'. Aplicando o algoritmo LLL [4] em G,

R /
obtemos a matriz G :

8§ 8 4 8 4 8 4 4 2 0 1 1 1 1 1 O
8 16 8 8 8 8 4 8 0 2 1 -11 -10 1
4 8 8 8 4 4 4 8 11 2 0 1 0 1 1
G = 8§ 8 8 16 4 8 8 8 o — 1 -1 0 2 0 1 1 -1
4 8 4 4 8 8 4 8 11 1 0 2 0 1 1
8§ 8 4 8 8 16 8 8 1 -1 0 1 0 2 1 -1
4 4 4 8 4 8 8 8 10 1 1 1 1 2 0
4 8 8 8 8 8 8 16 0 1.1 -11 -1 0 2

Verificamos que G’ uma matriz de Gram do reticulado FEg pois Eg é o tnico reticulado
unimodular de dimensao 8 e par. Portanto, A = (Z,2 — w) é um reticulado ideal isomorfo
a Eg.

Como {1,w} é a Z-base de Og = Z[w)] entao

M, = ( 201(2 —w)o1(1) 209(2 — w)oa(1) ) .
\/201(2—’11))01(111) 202(2—w)02(w)

Portanto, expandindo M; em uma matriz 8 x 8 obtemos a matriz ¢; como em (3).

Agora, considerando a matriz ¢ cujas linhas sdo os coeficientes da base dada em (4)
e aplicando os mergulhos o;(a + bw) = a + bw e oz2(a + bw) = a — bw, a,b € Q(w), nos
elementos of ¢, obtemos a matriz ¢2 8 X 8 :

_ [ o) O o
¢2—( 0 JQ(SOij) ) Za]_ly 34-

N O8O
N-E = O O
N=O O O

AS)
I
NI-E [ | =

Portanto M = ¢1¢2 é uma matriz geradora do reticulado ideal A. Além disso, usando
M obtemos a matriz de Gram G’ e portanto A é isomorfo a Fi.
5.2 Construcao de Ay

Para construir o reticulado de Leech Agy consideramos A = (—1,—1)g, K = Q(w),
onde w = (13 + (13-

De acordo com a Proposi¢ao 4.1, para que a condigao (2) seja satisfeita para A’ = Aoy,
precisamos encontrar o € K totalmente positivo e Z C M um ideal a direita tal que

A = (13°)AN (o) Nx (Nrd(T))4, (6)

pois det(Agy) =1, D(M) =1 and dg = 13°. Se tomarmos o ideal Z = Og < 2 — w, (2 —
w)i, [(w +w? 4+2) + (w + w3 +7)i+5]/2, [(wh +wd +7) + (w +w? +2)i + k] /2 >, c =132 e
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o elemento totalmente positivo a = (2 — (Cis + C1_31))6 em K entao usando o software Sage
verificamos através da matriz de Gram do reticulado ideal A = (Z, (2 — w)%) que A possui
norma minima 4 e além disso, A é par e unimodular. Como a menos de isomorfismo, Agy
é o tunico reticulado de dimensao 24 com tais caracteristicas, concluimos portanto que A
isomorfo a Agy.

6 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos um método de construir reticulados ideais via ordens
maximais das algebras dos quatérnios sobre corpos de nimeros totalmente reais e focamos
na construcao de versoes rotacionadas dos reticulados unimodulares Fg e Aoy, que sdo os
mais densos em suas dimensoes. Usando corpos de numeros totalmente reais, reticulados
Z"-rotacionados foram construidos em [2] para a transmissao sobre canais com desvane-
cimento do tipo Rayleigh. Através da construgdo que propomos aqui, usando a &lgebra
dos quatérnios, é possivel construir reticulados em dimensoes 4n e que podem ser usados
em canais com multiplas antenas transmissoras e receptoras, os quais sdo muito usados
recentemente devido a necessidade de altas taxas de transmissao.
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