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Resumo.

Neste trabalho sao apresentados alguns algoritmos para serem implementados com o sis-
tema computacional GAP (Groups, Algorithms, Programming) que auxiliam na construgao
da Tabela de Classificagao dos Grupos de ordem pequena. Diversas metodologias diferen-
tes podem ser elaboradas para o ensino da Algebra Abstrata no Ensino Superior usando
os programas computacionais existentes. Por exemplo, com o sistema GAP, vérios temas
da area podem ser melhor estudados e aprofundados, tendo em vista que varios dos re-
sultados algébricos nem sempre sao faceis de serem ilustrados e visualizados manualmente.
Mostramos como atividades simples com o uso do GAP ajudam no estudo da Teoria de Gru-
pos. Por fim, como aplicagao da tabela construida, sao utilizadas algumas fun¢ées do GAP
para acessar seus elementos de modo que seja possivel determinar, por exemplo, subgrupos,
subgrupos normais, subgrupos de Sylow e tabela de multiplicagao de grupos.
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1 Introducao

Nos cursos de Algebra voltados para a graduagao sao abordados vérios conceitos e
resultados basicos da Teoria de Grupos, tais como subgrupos, grupos quocientes, homo-
morfismos de grupos, Teorema de Lagrange etc. Um dos resultados mais importantes
desta teoria é o Teorema de Sylow. Ao longo dos anos, através da experiéncia em sala de
aula, percebemos que os alunos encontram uma certa dificuldade para entender a aplicagao
deste teorema no estudo da classificacao dos grupos, que é um dos problemas mais impor-
tantes da Teoria de Grupos. Existem muitos livros que apresentam um estudo completo e
detalhado sobre este problema [1-3]. Com relagao aos grupos abelianos finitos, o Teorema
Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos nos permite realizar a classifica¢io destes gru-
pos, a menos de isomorfismo [2,4]. Por outro lado, os grupos nao abelianos sao casos mais
complexos de se determinar algebricamente a classificacao dos grupos de toda ordem.
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A finalidade deste trabalho é apresentar algoritmos computacionais para determinagao
de uma tabela com a classificacdo dos grupos de ordem pequena. Para realizar este
trabalho, utilizamos a ferramenta computacional GAP(Groups, Algorithms, Program-
ming), um sistema para Algebra Discreta Computacional, disponivel em http://www.gap-
system.org/, distribuido gratuitamente e com uma linguaguem de programagao e uma
biblioteca com diversas funcoes que implementam algoritmos algébricos.

2 Implementando Algoritmos com o sistema GAP

O GAP possui uma biblioteca com varios grupos, entretanto, o usuario precisa ter um
conhecimento prévio de programacao para acessd-los. Sendo assim, desenvolvemos uma
aplicagao para apresentar os grupos, a menos de isomorfismo, e exibir uma série de recursos
para que o usudrio trabalhe com qualquer grupo apresentado na tabela. A diferenca da
aplicacao desenvolvida em relacdo ao que o proprio GAP oferece é que o usuério precisa
de ter apenas um minimo de conhecimento em programacdo para executar as mesmas
operagoes introduzidas no algoritmo.

2.1 Classificacao de Grupos Finitos

Sabemos que para a classificagdo de um grupo abeliano G é necessario, primeiramente,
fazer a decomposicao de G em soma direta de p-subgrupos de Sylow de G, e depois
fazer a decomposicao de cada p-grupo como soma direta de subgrupos ciclicos de G, de
forma que se obtenha a decomposi¢ao de G em soma direta de grupos ciclicos. Estas
duas decomposicoes determinam o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos,
conforme [3,4]. Por outro lado, nao existe um modo semelhante para a classificacdo dos
grupos nao abelianos. Em [3], podemos encontrar os principais Teoremas de classificagao.
Neste trabalho, vamos assumir algumas defini¢oes basicas da Teoria de Grupos.

2.2 Tabela de Classificagao de Grupos de ordem pequena

Como queremos apenas mostrar algumas funcionalidades do GAP para o estudo de
Algebra, determinaremos a tabela de classificagdo apenas dos grupos de ordem < 15.
Lembremos que todo grupo de ordem prima é ciclico e, assim, existe um tnico grupo (a
menos de isomorfismo) com esta ordem. Além disso, existem, a menos de isomorfismo,
exatamente 2 grupos de ordem 4, 6, 9, 10 e 14, e exatamente 5 grupos de ordem 8 e 12,
conforme [1].

Com este objetivo, inicialmente, vamos ilustrar alguns comandos bésicos disponiveis
na biblioteca do GAP que sado utilizados para a determinacéao de grupos de ordem n.
Todas estas funcées podem ser encontradas e melhor explicadas no manual do GAP. A
funcdo AllSmallGroups nos apresenta uma lista de todos os grupos de ordem n. A
funcdo SmallGroup contém uma lista de véarios grupos que sao organizados numa certa
ordem sequencial preestabelecida pelo proprio programa; esta fungao retorna o grupo com
a “ordem” escolhida e o apresenta na posicao “pos” correspondente na sequéncia. Por sua
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vez, a funcao StructureDescription retorna uma string que descreve a representacao do
grupo G no GAP.

Para exemplificar como estas funcées sao executadas no GAP, relembremos que existem
dois grupos a menos de isomorfismo com ordem igual a 4, sao eles: G; = Cy e Go = Cy xCy;
existem dois grupos a menos de isomorfismo com ordem igual a 6, sao eles: G; = S3 e
G = Cg; e existem cinco grupos a menos de isomorfismo com ordem igual a 8, s&o eles:
G1=Cg, Gy =CyxCy, G3 = Dg, G4 = Qg e G5 = Cy x Cy x Cy. Vejamos a representacao
no GAP de alguns destes grupos usando as fungoes descritas acima:

gap> StructureDescription(SmallGroup(4,2)); StructureDescription(SmallGroup(8,3));
“02 X 0277 C(D877

O comando “StructureDescription(SmallGroup(n,i))” nos dé a representagao do grupo
de ordem n que estd na posigao ¢ da lista de grupos de ordem n determinados com o GAP.

A seguir apresentamos um algoritmo para determinar os grupos nao isomorfos de ordem
n com o auxilio do GAP.

1. Escolha a ordem de um grupo: n.

2. Use o comando lista:= AllSmallGroups(n); para encontrar uma lista com todos os
grupos, a menos de isomorfismos, de ordem n.

3. Use o comando Size(lista); para encontrar o tamanho da sua lista, ou seja, o niimero
de grupos nao isomorfos de ordem n.

4. Percorra toda a sua lista para encontrar o elemento x que estd na posicao ¢ (1 < i <
Size(lista)) usando o comando listal[i].

5. Encontre a representagao do grupo com o comando StructureDescription(listali])
para cada i = 1,--- | Size(lista).

Para listar o grupo de ordem n que estd na posicao 2, podemos usar o comando
SmallGroups(n,i);. Também podemos determinar de modo direto a descri¢cao (ou re-
presentacao) do grupo de ordem n que estd na posicao i, para isto basta entrar com o
comando StructureDescription(SmallGroup(n,i));. Caso nao tenha um grupo com
uma determinada ordem numa certa posicao escolhida, o GAP exibird uma mensagem de
erro.

Agora vamos apresentar uma funcao criada a partir das fungoes introduzidas acima
com o objetivo de determinar a classificagao dos grupos de ordem n. Com esta funcao mais
simples (Grupo(n)), para conhecermos todos os grupos nao isomorfos de uma determinada
ordem, basta executar dois comandos no GAP, que sdo: Read(“caminho/nome”); e
Grupo(n);. As etapas do algoritmo sao apresentadas a seguir:

Grupo:=function (ordem)

local lista ,apresent ,i;
lista:=AllSmallGroups (ordem );

apresent:=List (lista ,x—>StructureDescription(x));
Print (““\t’’ ,ordem, ‘‘\t’’);
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for i in [1..Size(apresent)]| do

Print (apresent[i], ;"7 );
od;

Print (*‘\n’’);

end;

Usando a funcao criada acima, a tabela de classificacao pode ser encontrada usando o
seguinte algoritmo:

TabelaClassGrupos:= function (ordemmax)
local i,ord;
ord:=ordemmax ;
Print (‘‘“\n\t\t Ordem \t Grupo \n’’);
for i in [1..0ord] do
Print (‘“\t’’); Grupo(1i);
od;
end ;
Para gerar a tabela, basta executar o algoritmo dado, escolher o valor de n e depois
entrar com o comando para executar a funcao definida no algoritmo (TabelaClassGru-

pos(n);). Como ilustracdo, para n = 15, obtemos a seguinte tabela com a classificagao
de todos os grupos nao isomorfos com ordens de 1 até 15:

gap> TabelaClassGrupos (15);

ORDEM GRUPO

1 1;

2 C2;

3 C3;

4 C4; C2 x C2;

5 Ch;

6 S3; C6;

7 C7;

8 C8; C4 x C2; D8; Q8; C2 x C2 x C2;
9 C9; C3 x C3;

10 D10; C10;

11 Cl11;

12 C3 : C4; C12; A4; D12; C6 x C2;
13 C13;

14 D14; Cl14;

15 Cl15;

3 Aplicacao da Tabela de Classificacao de Grupos

Nesta etapa, mostramos como acessar qualquer grupo exibido na tabela de classificagao
e ilustramos como certos contetidos de Algebra podem ser melhor compreendidos através
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dos recursos que o GAP oferece. Primeiramente, apresentamos uma lista com todos os
algoritmos elaborados para facilitar o calculo de subgrupos, subgrupos normais, subgrupos
de Sylow, Tabela de Multiplicagdo de um grupo. Também mostramos como verificar se
um dado grupo é abeliano.

e Cdélculo de Subgrupos:

Subgrupos:= function (ordem, pos)

local g,h,lista;

g:= SmallGroup (ordem , pos );

h:= Subgroups(g);

Print (‘“\n\t Subgrupos \n\n”);

Print (*‘\t —> 7 ,h);

lista:= List(h, x—=> StructureDescription(x));
Print (‘“\n\n\t Subgrupos \n\n”");

Print (‘*\t —> 7, lista ,‘‘\n\n");

end ;

Para executar algumas funcoes como esta, é necessario, primeiramente, “carregar”
o pacote chamado Sonata através do comando: LoadPackage(“sonata”).

e Calculo dos Subgrupos Normais:

SubgruposNormais:= function (ordem,pos)
local g,h,i,listanormais ,normais;
listanormais :=[];

g:= SmallGroup (ordem , pos );

h:= Subgroups(g);

for i in [1..Size(h)] do

if IsNormal( g, h[i] )= true then
Add(listanormais ,h[i]);

fi;

od;

normais:= List (listanormais, x —> StructureDescription(x));
Print (‘“\n\t”, normais, ‘‘\n\n”);

end ;

e (Cdlculo dos Subgrupos de Sylow:

SubgruposDeSylow:= function (ordem,pos,primo)
local g,h,lista;

g:= SmallGroup (ordem , pos );

h:= SylowSubgroup (g, primo );

Print (‘‘\n \t Grupo: 7, StructureDescription(g),‘‘\n”);
Print (‘“\n\n\t ”,primo,‘‘—Subgrupo de Sylow \n\n”);
Print (‘‘\t —> 7 ,StructureDescription(h),‘‘\n\n”);
end ;
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e Célculo da Tabela de Multiplicagao:

TabelaMultiplicacao:= function (ordem , pos)

local g;

g:= SmallGroup (ordem , pos );

Print (‘‘\n \t Grupo: ”, StructureDescription(g),‘‘\n\n”);
PrintTable(g);

Print (‘‘\n\n”);

end ;

e Para determinar se o grupo é abeliano:

Abeliano:= function (ordem)

local lista ,i;

lista:= AllSmallGroups (ordem );

Print (“‘\n\t\t Grupo \t\t Abeliano\n”);

for i in [1..Size(lista )] do

Print (‘‘\n\t\t”, StructureDescription(lista[i]));
Print (*“\t\t”, IsAbelian(lista[i]),‘‘\n”);

od;

end ;

Observemos que, sempre que for necessario, precisamos repetir a execug¢ao dos mesmos

algoritmos. Por isto, para facilitar o trabalho, podemos escrever em algum editor de texto
(por exemplo, o ‘Gedit’) todos os algoritmos apresentados acima e depois salvar com os
seguintes nomes: ‘subgrupos.g’, ‘subgruposnormais.g’, ‘subgruposdesylow.g’, ‘tabelamul-
tiplicacao.g’ e ‘abeliano.g’. Os algoritmos apresentados anteriormente para se determinar
os grupos de ordem 7 e a respectiva tabela de classificacao salvamos como ‘grupo(n).g’ e
‘tabclassificacao.g’. A seguir, apresentamos os passos para acessar os elementos da tabela
através do GAP e com uso dos documentos salvos com a extensao do ‘Gedit’:

1.

2.

Leia o documento ‘grupo(n).g’ e, a seguir,‘tabclassificacao.g’.

Leia os documentos: ‘tabelamultiplicacao.g’, ‘subgrupos.g’, ‘subgruposnormais.g’, ‘sub-
gruposdesylow.g’ e ‘abeliano.g’.

. Escolha n e execute a fungao: TabelaClassGrupos(n);. Serao exibidos todos os

grupos, a menos de isomorfismos, para cada ordem ¢, com 1 <37 < n.

. Escolha um grupo da tabela; pegue a sua posigao (‘grupol’; ‘grupo2’; ...) e observe a

ordem do grupo escolhido.

. Para determinar a tabela de multiplicacao do grupo escolhido, utilize a funcao: Tabe-

laMultiplicacao(ordem,posicao);.

Para determinar os subgrupos (subgrupos de sylow) do grupo escolhido, utilize a fungao:
Subgrupos(ordem,posicao); (SubgruposDeSylow(ordem,posi¢ao,primo);).
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7. Para saber se o grupo é abeliano e encontrar os subgrupos normais, execute a fungao:
SubgruposNormais(ordem,posi¢ao);.

Como exemplo, vejamos a tabela de multiplicagdo do grupo ciclico de ordem 4:

gap> TabelaMultiplicacao (4,1);

Let:

g0 = <identity > of
gl = f1

g2 = {2

g3 = flxf2

* | g0 gl g2 g3

g0 | g0 gl g2 g3
gl | gl g2 g3 g0
g2 | g2 g3 g0 gl
g3 | g3 g0 gl g2

4 Conclusoes

Neste trabalho mostramos como é possivel usar de outros recursos metodolégicos que
possibilitem o ensino de Algebra Abstrata no Ensino Superior. Usando o sistema compu-
tacional GAP criamos algoritmos mais simples usando as préprias fungoes do sistema que
podem ser aplicados para ajudar na exemplificacao e visualizacao de véarios dos teoremas
classicos relacionados a Classificagdo de grupos. Determinamos uma tabela de Classi-
ficacao de Grupos de ordem pequena, a menos de isomorfismo, e apresentamos aplicacoes
para serem executadas no GAP que facilitam o acesso aos grupos de determinada ordem e
que auxiliam no estudo de alguns conceitos basicos da Teoria de Grupos. Por fim, além de
promover o estudo da Algebra, mostramos como € possivel complementar o estudo tedrico
apresentado nos livros recorrendo as simulacoes computacionais para auxiliar na abstracao
dos contetidos algébricos.
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