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Resumo. Este trabalho apresenta alguns grafos com pesos associado as aplicacoes de 3-
variedades no IR? e um esquema, utilizando grafos, para a construcio de aplicacdes estdveis
de 3-variedades fechadas e orientadas no IR3, com o conjunto singular pré-determinado.
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1 Introducao

As aplicacio estaveis de uma 3-variedade no IR3, localmente podem ser vistas como
aplicacdes do IR? no IR3. Segundo Whitney [7], o conjunto destas aplicacoes formam um
subconjunto aberto e denso no espaco C*(IR3, IR?). Para cada classe de homotopia de
uma aplicacio f € C(IR3, IR®) existe uma aplicacio estavel.

Em [6], Mendes-Oset-Romero introduziram grafos com pesos nos vértices associados
as aplicacOes estdveis de 3-variedades fechadas e orientadas no IR?, como um invariante
topoldgico que auxilia na classificagao destas aplicagoes. Dias [1] e Humani [5] dissertaram
sobre este trabalho, detalhando a construgéo de aplicacoes associada a um dado grafo.

Neste trabalho apresentamos, de forma resumida, a definicao, exemplos e alguns resul-
tados de grafos associados as aplicacdes estdveis de uma 3-variedade no IR3, principalmente
para as 3-variedades S3 e S2 x S1. O principal objetivo aqui é divulgar a construcio desta
aplicagoes (ver Figura 7) que é um paralelo as construgbes de aplicagoes estaveis entre
superficies, introduzidas por Hacon-Mendes-Romero em [3,4].

2 Aplicacoes estaveis de 3-variedades no I??

Seja M uma 3-variedade e C°° (M, IR?) o espaco de todas as aplicacoes de classe C™ de
M no IR3. Duas aplicacdes f,g € C°(M, IR?) sao ditas A—equivalentes, quando existem
difeomorfismos ¢ : M — IR3e 1) : M — IR3 tais que g =1 o f o ¢~!. Uma aplicacio
f € C®(M,IR?) é dita estdvel, se todas as aplicacoes suficientemente préximas de f
(na C*°—topologia de Whitney) sao equivalentes a f. Segundo Whitney [7], o conjunto
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de todas as aplicacoes estdveis, denotado por £(M,R3), é aberto e denso no espago das
aplicagoes suaves C(M, IR3).

Se f € £&(M,IR?), um ponto x em M é dito ponto regular de f se a aplicacdo f é um
difeomorfismo local na vizinhanca do ponto x, caso contrario dizemos que x é um ponto
singular. Se M é uma 3-varidades fechada e orientada, o comjunto singular de f, deno-
tado por ¥ f, consiste de uma colegao de superficies fechadas e orientadas (mergulhadas e
disjuntas em M) que separa as componentes regulares de f cujo bordo estd em X f. Cada
superficie consiste de pontos de dobra e curvas de pontos cuspidais, onde podem existir pon-
tos de rabo de andorinha isolados), conforme ilustra a Figura 1. O conjunto discriminante
de f, imagem do conjunto singular (f(Xf)) e denotado por Bf, consiste de uma colegao
de superficies fechadas e orientadas imersas em IR?, com possiveis intersecoes transversais
e singularidades correspondentes a eixos cuspidais e rabos de andorinha isolados, sendo
ambos em numero finito.

Ponto de rabo de andorinha

Ponto de dobra
Ponto cispidal

Intersecdo de superficie

Figura 1: Conjunto de discriminante.

O conjunto de discriminante de f, denotado por Bf = f(Xf), consiste de um conjunto
de superficies em IR3, ndo necessariamente disjuntas (podem ter auto-intersecdes).

Os germes dos pontos singulares no conjunto de discriminante B f sao denotadas por:
Ay; ponto de dobra: (x,y,2) = (22, y, 2);
A;E; aresta cuspidal, composta por pontos de cuspide: (z,y, 2) — (£2° + yz, v, 2);
A?jf; ponto rabo de andorinha: (z,y, z) = (£z* + ya? + 22,9, 2).

Por outro lado, o conjunto de discriminante Bf de uma aplicacao estavel f pode ter
auto-intersegoes das seguintes formas:
A?2; intersecio transversal de duas superficies dobra (ao longo de curvas regulares);
A$; pontos triplos isolados, obtidos pela intersec¢io de superficies dobra;
AQiAl; intersecao transversais de aresta cuspidal com uma superficie dobra.

Duas arestas cuspidais de sinais opostos se encontram em um rabo de andorinha, como

mostra Figura 1.
As componentes (superficies) do conjunto singular ¥ f, de uma aplicacdo estavel f :

M — IR3, separam a 3-variedade M em regides conexas, que sao as componentes do
complemento M — X f. Existe uma maneira natural de atribuir sinais + a cada uma das
regioes do complemento M — X f. Dada uma orientagao para a 3-variedade M, uma regiao
R do complemento M — 3 f é dita positiva se a aplicagao f preserva a orientagao e negativa
se f inverte a orientacgao.

Denotemos por &(M, IR?) o conjunto das aplicacoes estdveis de M em IR® e por
A = C®(M, R*\E(M, IR?). Consideremos uma homotopia F : M x [a,b] — R3, com
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Figura 2: Transi¢oes no conjunto discriminante da aplicagao.

(x,t) — F(x,t) = Fy(x), entre duas aplicacdes estaveis f,h : M — R3. A medida em
que t varia no intervalo [a, b] o conjunto discriminante de Fy, = f é deformado no conjunto
discriminante de Fj = h. Pode acontecer que para algum tg € [a, b] a aplicacao Fy, esteja
em A. Se f e h sao A—equivalentes, entdo nao necessariamente existe um to € [a, b tal
que Fy, € A. Agora se f e h nao sdo A—equivalentes, entdo necessariamente existe pelo
menos um to € [a,b] tal que Fy, € A. As aplicagoes em &(M, IR?) tem codimencdo zero
dentro do espaco C*°(M,R?) e o conjunto discriminante A é formado pelas aplicacdes
nao estaveis de codimensao maior ou igual a 1 (ver [2]). A Figura 2 ilustra algumas das
transigoes de codimensao 1, listadas por Goryunov [2]. As trés transi¢oes a esquerda alte-
ram a topologia do conjunto singular enquanto que as trés transi¢oes a direita alteram o
numero de eixos cuspidais.
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Figura 3: Exemplo de transicées que altera peso no vértice e aresta.

As classes de homotopia de C*°(M, IR?) sdo conexas por caminhos, logo existe um
caminho em C*°(M, IR?) que conecta duas aplicacdes em diferentes componentes conexas
de cada classe de homotopia que atravessa A, passando somente por aplicacoes de codi-
mensao 1, que sao chamadas de transicoes de codimensao 1. Estas transigcoes sao listadas
por Goryunov em [2]. Algumas destas transigoes estao ilustradas na Firgura 2.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0242 010242-3 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0242

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

3 Grafos de aplicacoes estaveis de 3-variedades no IR?
Seja f : M — R3 uma aplicacido estavel, onde M é uma 3-variedade fechada e
orientada. Como o conjunto singular de f é um conjunto de superficies fechadas, definimos

o grafo pesado Gy associado a aplicacao f da seguinte forma: associamos a cada superficie

3

Figura 4: Grafos com pesos iguais a zero associados a aplicaces de S3.

S; em ¥ f uma aresta e a cada componente regular M; de M \ ¥f um vértice. Dado um
vértice v; (correspondente a regiao M), definimos seu peso como c¢; = ba(M;) — s + 1,
onde s; ¢ o niimero de componentes conexas do bordo de M;. Intuitivamente, c¢; pode
ser visto como o numero de geradores do segundo grupo de homologia Hy(M) em M;,
que nao sao determinados pelo bordo de M;. A cada aresta, associamos o peso dado pelo
género g; da superficie S; que ele representa. Como cada regiao do complemento M — X f
recebe um sinal £, podemos atribuir sinais aos vértices de G, onde cada vértice recebe o
sinal da regiao correspondente. Como X f separa regides de sinais opostos, cada aresta de
Gy conecta vértices de sinais opostos. Com isso, Gy ¢ bipartido.

Observe na Figura 2 que as transicoes que alteram o conjunto singular sao: Ag’+’+,
Ag’Jr’* e A7 . Consequentemente, sdo as mesmas transi¢oes que alteram o grafo associ-
ado ao par (M,X f). Por exemplo, dependendo da orientacao do caminho, a singularidade
Ag’+’+ cria (ou remove) uma aresta com peso zero que termina em um vértice de peso zero;
as transigoes Ag’+’_ ou A3, adiciona (ou diminui) em 1 o peso da aresta; as transigoes
Ag’J“* ou A7~ adiciona (ou diminui) em 1 o peso da aresta e o peso do vértice ¢;. Como
uma aplicag@o estavel f pode ser obtida a partir de uma aplicacao g conhecida, passando
por transigoes (aplicagbes nao estaveis) ao longo de um caminho no espago das aplicagoes
suaves, um grafo realizavel pode ser obtido a partir de outro grafo realizavel conhecido,
passando pelas mesmas transicoes.

4 Cirurgias de aplicagoes estaveis
Uma aplicagao pode ser obtida de aplicacoes ja conhecidas por meio de cirurgias de

aplicacoes estdveis, introduzidas em [6]. Sejam P e @ duas regides contidas numa 3-
variedades Z, e f: P — IR? e g : Q — IR® duas aplicacdes estaveis.
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Figura 5: Cirurgia tipo I de aplicacoes da S3.
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A Cirurgia tipo I entre f e g, denotada por f 47 g, pode ser feita da seguinte forma
(ver Figura 5): remova-se duas 3-bolas B} e B3 em P e @, respetivamente, tais que suas
intersegoes com o conjunto singular de f e g sdo dois discos Bf e B3 de pontos dobra (nio
interceptam curvas cuspidais ou curvas dobras duplas) e que exista um caminho 7 entre
f(P) e g(Q) que nao intersepta os conjuntos discriminantes de f e g. Conecte P e @ por
OB} e 0B através de um tubo S? x I, unindo por um tubo B? e B3. A projecdo no
IR? deste tubo (vizinhanca de ) ndo interseta parte alguma dos conjuntos discriminantes
de f e g. O conjunto discriminante da aplicacao resultante f 4+; g é a soma conexa dos
conjuntos de discriminantes de f e g e o grafo resultante é uma soma conexa dos grafos,
que identifica duas arestas e dois pares de vértices, como ilustra a Figura 5. Por esta
cirurgia pode-se construir aplicagoes que acrescentam pesos nos grafos ou nas arestas.
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Figura 6: Cirurgia tipo II de aplicacdes da S>.
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A Cirurgia tipo II entre f e g, denotada por f —+j; g, pode ser feita da seguinte
forma (ver Figura 6): seja RT C P, regiao regular que f preserva a orientacao e R~ C @,
regiao regular que g inverte a orientacao, tais que f(RT) = g(R™). Retiramos duas 3-
bolas BT C R* e B~ C R™, sem intersetar o bordo das regioes, e tal que f(B3) = f(B3).
Unimos os bordos de P\ B} e Q \ B3 por um tubo S? x I, e estendemos as aplicages f
e g sobre este tubo, de forma que imagens coincidam em R? e que tenham como conjunto
singular uma superficie Sy, homeomorfa a S%. O conjunto discriminante da aplicacio
resultante f +;7 g é a unido dos conjuntos discriminantes de f e g, acrescentado de uma
superficie 52 e o grafo resultante é o grafo conexo, a unido dos grafos de f e de g por uma
aresta, como ilustra a Figura 6.
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Figura 7: Esquema para realizar grafo associados a aplicacdes da S3.

Seguindo o esquema da Figura 7, aplicando as transi¢gdes de codimensao 1 e cirurgias
tipo I, podemos realizar qualquer drvore, com peso ¢; = 0, Vj = 1,...,V, por uma aplicacao
estavel f: 9% — R3.

Para realizar um grafo com ciclos, primeiro removemos uma aresta de cada um dos
ciclos para obter um grafo tipo arvore, que pode ser realizada por uma aplicacao f da
53, como no esquema acima. Por cirurgias tipo II sobre f, podemos realizar as arestas
retiradas no grafo original, obtendo assim uma aplicacdo g : M — R? que realiza o grafo
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dado. Estas técnicas conduzem aos seguintes resultados provados em [6]:

Teorema 4.1. Todo grafo tipo drvore, com todos 0s pesos iguais a zero nos vértices e pesos
inteiros positivos nas arestas, pode ser realizado por uma aplicacdo estdvel f : S3 —s R3.

Teorema 4.2. Todo grafo com um ciclo, com todos 0s pesos iguais a zero nos vértices
e com pesos inteiros positivos nas arestas, pode ser realizado por uma aplicacdo estdvel
f:8%x 8 — RS,

Teorema 4.3. Todo grafo com k ciclos, com todos 0s pesos iguais a zero nos vértices e
com pesos inteiros positivos nas arestas, pode ser realizado por uma aplicacdo estdvel de
uma S-variedade fechada e orientada homeomorfa a soma conezas de k S* x S1.

5 Conclusoes

Este trabalho pode auxiliar o leitor na construgao de aplicagoes estaveis de 3-variedades
no IR? com um conjunto singular pré-determinado, que em geral ndo é trivial.
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