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1 Introducao

Neste trabalho apresentamos o Teorema de Euler na Teoria do Nimeros (Teorema de
Fermat-Euler). Usaremos algumas propriedades das congruéncias lineares, assim como
dos sistemas reduzidos de residuos. Este teorema e suas consequéncias sao importantes
no estudo do sistema criptografico RSA.

2 Funcgao ¢ de Euler, sistemas reduzidos, Teorema de Euler
e uma aplicacao

A fungao totiente de Euler, p(n), conta o nimero de inteiros, entre 1 e n, que sejam
coprimos com n. Para n > 1, ¢(n) corresponde a quantidade de nimeros naturais nao
multiplos de n que vao de 0 an — 1. Se n =1, entdo (1) =1

Por definigdo, ¢(n) < n — 1 para todo n > 2, e, se n = p for primo, se tem que
©(p) = p— 1. (se p um primo, nenhum n € N entre 0 e p — 1 é multiplo de p).

Proposicao 2.1 (Proposigao). Sejam m,a,b,c € Z com m > 1 e mde(c,m) = 1. Se
ac = bc(mod m), entio a = b(mod m).

Definigao 2.1. O conjunto dos inteiros {ri,ra, - ,rs} € um sistema completo de residuos
maodulo n se:

(1) ri #r; (mod m), para i # j
(2) Para todo inteiro m existe um r; tal que m = r;(mod m).

Por exemplo, o conjunto {0,1,2,---n — 1} é um sistema completo de residuos médulo
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2.1 Sistema reduzido de residuos

Um sistema reduzido de residuos médulo n é um conjunto de ¢(n) inteiros r1,rg, - - - | T o(n)
tais que cada elemento deste conjunto é relativamente primo com n, e se i # j, entao
r; 2 rj(mod m).

Por exemplo, o conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7} é um sistema completo de residuos médulo
8 e {1,3,5,7} é um sistema reduzido de residuos médulo 8. Para se obter um sistema
reduzido basta retirar os elementos do sistema completo que nao sao relativamente primos
com n.

Teorema 2.1 (Teorema de Euler). [2] Sejam n,a € Z com n > 1 e mdc(a,n) = 1.
Entao:
a?™ = 1 (mod n).

Demonstragdo: Seja 11,72, ...,Tp(n) um sistema reduzido de residuos médulo n. Se
verifica que ary,ars, ..., ar ) também é um sistema reduzido de residuos médulo n, onde
a € Z tal que mdc(a,n) = 1. Portanto temos que

a? My rg et = ary - arg - ar =71T20 0 Ty(n) (mod n).

v(n) p(n) =

Daqui segue entdo que a?™ = 1mod(n).

Observar que isto significa que o residuo de dividir a®?™ por n é 1, ou que n é divisor de
aem) _ 1.

Teorema 2.2. (Pequeno Teorema de Fermat) [1] Seja a € Z e p primo tal que mdc(a, p) =
1. Entao
a?~! =1 (mod p).

Demonstragao: Basta observar que, sendo p primo, ¢(p) =p — 1.

3 Conclusoes

Podemos observar o poder do Teorema de Euler, em conjunto com a funcao Totiente
de Euler, para mostrar, entre outras questoes, propriedades relativas a divisibilidade e
resolver exercicios sobre o calculo de residuos, sem a necessidade de efetuar as divisoes.
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