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Resumo. Séries temporais que não estejam regularmente distribúıdas ao longo do tempo
não podem ser tratadas pela análise espectral padrão. Nestes casos, é prática comum usar
algum método interpolatório para estimar os valores nas lacunas e na sequência fazer a
análise tempoescala ou, como alternativa, aplicar uma técnica wavelet adaptada e desenvol-
vida especialmente para estes casos. Neste trabalho, utilizando uma série temporal t́ıpica
de dados medidos em satélites para aplicações da Geof́ısica Espacial e a construção de uma
série sintética derivada para testes analisam-se as alterações que o uso da interpolação e
da técnica wavelet adaptada introduzem na energia calculada do sinal e no comportamento
do escalograma e do espectro global wavelet. Os resultados são bastante esclarecedores dos
efeitos das técnicas de tratamento.

Palavras-chave. Séries temporais. Wavelet adaptativa. Interpolação. Lacunas em dados.

1 Introdução

A análise de wavelets tem sido amplamente empregada por pesquisadores ligados a
diversas áreas que possuem interesse em extrair informações relevantes de séries temporais.
Neste caso, uma das poucas exigências é de que as séries temporais sejam regularmente
distribúıdas no tempo, o que principalmente no caso das ciências espaciais pode ser um
problema devido a limitações naturalmente impostas, como por exemplo, as condições
atmosféricas e de clima espacial, funcionamento dos equipamentos de medição e capacidade
de armazenamento e transmissão dos dados. Tais limitações podem gerar séries temporais
com dados irregularmente distribúıdos no tempo, ou seja, séries que apresentam falhas. As
regiões com falha causam dificuldades para a análise tempoescala, porque nessas regiões
ocorre a perda da condição de admissibilidade da base wavelet escolhida.
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Um posśıvel tratamento nesses casos consiste em aplicar algum método interpolatório
para estimar numericamente os registros nas regiões que apresentam lacunas, sendo co-
mumente empregados splines cúbicos neste processo. Alternativamente, Frick et al [1998]
propuseram a introdução de uma famı́lia de wavelets adaptadas, baseadas na wavelet de
Morlet e caracterizada pela introdução de um fator de correção a ser computado para
cada tempo e escala considerados de modo a restaurar a condição de admissibilidade nas
regiões de lacuna.

Neste trabalho, apresenta-se um exemplo sintético constrúıdo de modo a reproduzir um
comportamento bastante observado nas séries de Geof́ısica Espacial. O objetivo é analisar
séries temporais com lacunas para investigar as variações provocadas no escalograma e
no espectro global wavelet quando se estuda o desempenho, no sentido de reprodução
tempoescala, dos dados tratados por três técnicas. A primeira técnica é a do método
interpolatório por splines cúbicos [1, 6], escolhida por ser de uso habitual. A segunda é
a do método interpolatório dos polinômios cúbicos de Hermite [1, 6], que permitirá uma
comparação de desempenho com relação aos splines. A terceira técnica diz respeito a
wavelets adaptadas às regiões com falhas [2–4], sendo que aqui a wavelet de Morlet é
usada como função base para as análises espectrais apresentadas.

2 Metodologia

Fazendo uso de uma série temporal de dados sem falhas derivou-se um exemplo sintético
com intervalos de falhas artificialmente introduzidos. O exemplo foi tratado com inter-
polações via splines cúbicos e via polinômios cúbicos de Hermite, aplicando na sequência
a tranformada wavelet cont́ınua. Fez-se também o tratamento desta série com falhas com
a transformada wavelet cont́ınua adaptativa. Os resultados de análise espectral obtidos
foram comparados com a análise espectral da série sem falhas, de forma que fosse posśıvel
comparar as técnicas de tratamento empregadas. A seguir estão descritas, resumidamente,
as três técnicas.

Polinômios Cúbicos de Hermite A interpolação de Hermite permite aproximar um
sinal f por um polinômio H (chamado polinômio de Hermite) que coincide com f nos
pontos conhecidos, exigindo além disso que as derivadas também coincidam nestes mesmos
pontos. Suponha f conhecido em n + 1 pontos t0, t1, ..., tn com ti 6= tj se i 6= j. Por
construção, para se obter H impõe-se

H(ti) = f(ti), i = 0, 1, ..., n

H ′(ti) = f ′(ti), i = 0, 1, ..., n

que é equivalente a um sistema com 2n+ 2 equações; tal sistema conduz a um polinômio
interpolador de grau menor ou igual a 2n+ 1, conforme [1].

Nota-se que o grau de H tende a ser relativamente alto quando n é grande, e isto,
pode conduzir a erros causados pelo excessivo número de oscilações deste polinômio; para
contornar tal dificuldade, se forem conhecidos os valores de f e f ′ nos pontos t0 ≤ t1 ≤

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0502 010502-2 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0502


3

... ≤ tn faz-se a construção de um polinômio cúbico de Hermite em cada subintervalo
[t0, t1],[t1, t2],...,[tn−1, tn] de modo a se obter uma função cont́ınua (por partes) no intervalo
[t0, tn].

A construção do polinômio H pode ser feita por meio da interpolação por diferenças
divididas de Newton para o polinômio de Lagrange e a demonstração deste fato pode ser
encontrada em [6]. Em termos de diferenças divididas o polinômio cúbico de Hermite no
intervalo [tk, tk+1] para k = 1, 2, ..., n− 1 se escreve

H3(x) = f(tk) + f [tk, tk](t− tk) + f [tk, tk, tk+1](t− tk)2+
f [tk, tk, tk+1, tk+1](t− tk)2(t− tk+1).

Splines Cúbicos Menos restritiva que a interpolação de Hermite, a interpolação por
splines cúbicos não exige que as derivadas da função interpoladora S coincidam com as
derivadas do sinal aproximado em ponto algum; esta técnica assegura, contudo, que o sinal
S seja continuamente diferenciável e tenha derivada segunda cont́ınua [6].

Considere o sinal f definido no intervalo [t0, tn] e conhecido no conjunto de pontos
t0, t1, ..., tn. Define-se um spline cúbico S para f como a função que satisfaz as seguintes
condições:

1. S(t) tem grau três (denotado Sj(t) no intervalo [tj , tj+1] para j = 0, 1, ..., n− 1);

2. Sj(tj) = f(tj) e Sj(tj+1) = f(tj+1) para j = 0, 1, ..., n− 1;

3. Sj+1(tj+1) = Sj(tj+1) para j = 0, 1, ..., n− 2;

4. S′j+1(tj+1) = S′j(tj+1) para j = 0, 1, ..., n− 2;

5. S′′j+1(tj+1) = S′′j (xj+1) para j = 0, 1, ..., n− 2

6. S′′(t0) = S′′(tn) = 0

CWT Adaptada A transformada wavelet cont́ınua (CWT) de um sinal f é definida
como

ψ(a, b) = C
−1/2
ψ a−1/2

∫ ∞
−∞

ψ

(
t− b
a

)
f(t) dt,

em que Cψ é uma constante, a é um número real positivo e ψ é o conjugado da função ψ que
satisfaz as condições de energia unitária e de admissibilidade. A primeira condição garante
a existência de um suporte compacto para a função ψ fora do qual acontece uma rápida
queda em sua amplitude e a segunda garante que ψ é uma função de média zero com caráter
oscilatório e inverśıvel. Frick et al [1998] apresentaram uma técnica wavelet, conhecida
como wavelet gapped que adapta a função wavelet para o caso em que f apresenta falhas;
para tal, é necessário construir um sinal auxiliar faux = f(t)G(t) definido pelo produto de
f por

G(t) =

{
1, se f(t) é corretamente conhecido
0, se f(t) é uma falha ou está fora da janela de observação

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0502 010502-3 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0502


4

A CWT deste sinal auxiliar é ψ(a, b) = C
−1/2
ψ a−1/2

∫ ∞
−∞

ψaux

(
t− b
a

)
faux(t) dt, em

que se define ψaux

(
t− b
a

)
= ψ

(
t− b
a

)
G(t), exigindo deste modo que a função G seja

”absorvida”pela função de base wavelet.

Durante a análise nas regiões com falha emprega-se ψaux ao invés de ψ; deste modo,
o problema de se analisar o sinal f com falhas equivale ao problema de se encontrar
uma wavelet adaptada ψ̃ que substitua ψaux e que garanta a validade da condição de
admissibilidade. A construção de ψ̃, baseada na wavelet de Morlet, pressupõe ser posśıvel
escrever ψ(t) = h(t)Φ(t), em que h e Φ são responsáveis pela parte oscilatória e pelo
envelope de ψ, respectivamente. De acordo com [3], a função ψ̃ é dada explicitamente por

ψ̃(t, b, a) =

h( t− ba
)
−

∫ ∞
−∞

h

(
t− b
a

)
Φ

(
t− b
a

)
G(t) dt∫ ∞

−∞
Φ

(
t− b
a

)
G(t) dt

Φ

(
t− b
a

)
G(t),

3 Dados

Para demonstrar a importância prática dos cuidados na utilização de métodos de tra-
tamentos de dados escolheu-se, para a série temporal em análise, os dados do meio in-
terplanetário relacionados a um importante efeito geoefetivo da interação do vento solar
com a atmosfera da Terra: o evento geoefetivo HILDCAA (High-intensity, long-duration,
continuous auroral eletroject activity). Foram analisadas 120 séries temporais referentes
à componente Bz, de direção norte-sul, do campo magnético interplanetário no peŕıodo
de 1975 a 2012 [5]. Os dados foram obtidos do site OMNIWeb4 usando a resolução de
um minuto. Devido a propagação do sinal do campo magnético da posição do satélite
em que é medido até o seu efeito na interação com a atmosfera magnetizada da Terra,
considerou-se um tempo de deslocamento de 30 e 90 minutos com relação aos horários de
ińıcio e término dos eventos HILDCAAs, respectivamente. Isso definiu o intervalo da série
a ser analisada.

Com o objetivo de analisar o desempenho dos splines cúbicos, dos polinômios cúbicos de
Hermite e das wavelets adaptadas no tratamento das lacunas, bem como as alterações que
o uso destas técnicas provocam no espectro global, gerou-se um exemplo sintético por meio
da introdução artificial de lacunas na série temporal correspondente ao evento HILDCAA
ocorrido entre 28/08/1996 e 30/08/1996, por estar livre de falhas. As falhas introduzidas
reproduzem um dos padrões observados no conjunto das séries, pois em aproximadamente
53, 3% delas encontram-se falhas do mesmo tipo (cujo comprimento é superior a 10% do
comprimento do sinal). Foram introduzidas quatro lacunas de comprimentos 14, 60%,
12, 81%, 12, 81% e 11, 28% nos intervalos [5, 461], [1000, 1400], [2200, 2600] e [2747, 3099]
respectivamente. Na Figura 1, vê-se a componente magnética Bz referente ao evento
HILDCAA e a série sintética, com falha, dela derivada.

4http://omniweb.gsfc.nasa.gov/
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Figura 1: Componente magnética Bz do plasma solar referente a evento HILDCAA e a
série derivada sintética com falhas.

4 Resultados e discussões

Na Figura 2 é posśıvel ver os escalogramas do evento original HILDCAA e do caso
sintético tratado com as técnicas anteriormente descritas.

(a) Original (b) Spline

(c) Hermite (d) Wavelet adaptativa

Figura 2: Escalogramas de energia: sinal original (a) e caso sintético: spline (b), Hermite
(c) e wavelet adaptativa (d).
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A interpretação dos escalogramas mostra que dentre os métodos empregados para o
tratamento das falhas, somente o baseado na wavelet adaptada foi capaz de preservar as
estruturas de energia presentes no sinal original, ainda que seja posśıvel notar uma pequena
perda da energia calculada no contexto do Teorema de Parseval5 Também se nota que o
uso de splines cúbicos foi responsável por superestimar a energia em 3750 vezes. É posśıvel
verificar o mesmo no caso em que o tratamento se deu por polinômios cúbicos de Hermite,
ainda que em menor proporção, pois neste caso a energia foi superestimada em 1, 875 vezes
De forma importante, observa-se que nenhum dos dois métodos interpolatórios preservou
as estruturas de energia do sinal original.

A análise do espectro global (Figura 3) indica que em altas frequências os resultados
apresentados pela wavelet adaptada e pelo uso dos polinômios de Hermite são bastante
próximos dos valores calculados para o sinal original; em baixas frequências, contudo,
verifica-se que o erro apresentado pelo uso dos dois tratamentos tende a aumentar. Em
consonância com o verificado no escalograma, o espectro wavelet obtido via uso de spli-
nes apresenta-se superestimado com relação ao original, sendo maior o erro em baixas
frequências.
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Figura 3: Espectros globais wavelet : Sinal original e casos de estudo.

Identificam-se no espectro global do sinal original cinco picos de energia que não fo-
ram, na totalidade, corretamente identificados pelas técnicas de tratamento estudadas. A
wavelet adaptada foi capaz de identificar corretamente três picos de energia, apresentando
dois falsos positivo; o tratamento com splines não permitiu identificar nenhum dos pi-
cos exatos e apresentou quatro falsos positivo; e o tratamento com polinômios cúbicos de
Hermite identificou três dos picos e apresentou apenas um falso positivo. Em outras pala-
vras, no caso da identificação dos picos de energia, os resultados apresentados pela wavelet
adaptada e os resultados apresentados pelo uso da interpolação de Hermite estão bem
próximos. Contudo, as estruturas identificadas pela wavelet estão melhor caracterizadas
que as por Hermite.

5O Teorema de Parseval implica na conservação da energia nos espaços f́ısico e de Fourier. Em termos

matemáticos, tem-se

∫ ∞
−∞

|f(t)|2 dt =

∫ ∞
−∞

|F (ξ)|2 dξ, onde f e F indicam, respectivamente, um sinal

qualquer e sua Transformada de Fourier.
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5 Conclusão

A qualidade dos sinais dispońıveis para análise espectral apresenta grande importância.
Quando, por alguma razão, há restrições a essa qualidade, os tratamentos a que são sub-
metidos os dados podem criar artefatos nas análises. A análise local da energia de um sinal
que apresente falhas similares às presentes no caso sintético desenvolvido neste trabaho
mostrou ser mais adequadamente tratada por meio do método da wavelet adaptada. Para
a análise global, os resultados indicam que em altas frequências o espectro é aproximado
de modo satisfatório pela wavelet adaptada e pelo uso dos polinômios de Hermite. A in-
terpolação por splines não constitui uma boa abordagem para o tratamento das falhas do
tipo apresentado, pois provoca mudanças bastante significativas na energia local e global.
Este tipo de estudo revela-se de grande importância para as aplicações espaciais, sobretudo
para as análises feitas na Geof́ısica Espacial.
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