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Resumo. Uma férmula explicita da distancia de Fisher-Rao para modelos de distribuicao
em geral é muito dificil de determinar, especialmente no caso das distribuigoes Gaussia-
nas multivariadas. Neste trabalho apresentamos um limitante superior para a distancia de
Fisher-Rao no espago das distribuigoes Gaussianas multivariadas usando a distancia na sub-
variedade formada por distribui¢es gaussianas cuja matriz de covariancia é diagonal. Intro-
duzimos também uma adaptagao do algoritmo k-means baseado na distancia de Fisher-Rao
para simplificar misturas compostas por distribuicoes Gaussianas diagonais. Aplicamos o
algoritmo para simplificar misturas Gaussianas no contexto de segmentagao de imagens.
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1 Introducao

A abordagem de geometria diferencial em teoria de probabilidade foi apresentada no
trabalho pioneiro de C. Rao em 1945. Ele introduziu uma estrutura Riemanniana no
espaco formado por distribuicoes de probabilidade parametrizadas utilizando a métrica
dada por R. Fisher em 1921. A distancia associada a essa métrica serd chamada aqui de
distancia de Fisher-Rao. Esta, assim como outras medidas de dissimilaridade entre duas
distribuigoes de probabilidade, tem sido aplicada em véarias dreas tais como inferéncia
estatistica [5], processamento de imagens, processamento de sinais [3] entre outras.

Uma férmula explicita da distancia de Fisher-Rao para modelos de distribuicao em
geral sao muito dificeis de determinar, especialmente no caso das distribuigbes Gaussia-
nas multivariadas. Nesse espaco uma férmula fechada para a distancia de Fisher-Rao é
conhecida apenas no caso univariado e em algumas subvariedades. A distancia de Fisher-
Rao na subvariedade composta por distribui¢oes Gaussianas, cuja matriz de covariancia é
diagonal, fornece um limitante superior para a distdncia de Fisher-Rao no caso geral.

Muitas aplicacoes contendo distancia ou divergéncia entre distribuigoes envolvem ana-
lise de agrupamento, também conhecido como clustering. Clustering tem como objetivo
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colocar em um mesmo grupo objetos que sejam semelhantes de acordo com alguma fungao
de similaridade. Um dos algoritmos bastante utilizado na area de agrupamento € o k-means
proposto por S. Loyd em 1957.

Modelos de mistura Gaussiana sao frequentemente utilizados para modelar pontos de
um conjunto de dados. O algoritmo mais conhecido para estimar parametros de uma mis-
tura Gaussiana é o EM (FExpectation Mazimization). Em muitas aplicagdes que envolvem
modelos de mistura, o custo computacional é muito alto devido ao grande ntimero de com-
ponentes da mistura. Esse custo pode ser fortemente diminuido se reduzirmos o nimero
de componentes da mistura. Garcia e Nielsen propuseram em [3] uma simplificacdo para
a mistura Gaussiana usando o Bregman hard clustering, uma adaptacao do k-means para
misturas de familias exponenciais usando a divergéncia de Bregman.

Neste trabalho, apresentamos uma adaptagao do algoritmo k-means baseado na distan-
cia de Fisher-Rao para agrupar distribui¢oes Gaussianas diagonais e aplicamos o algoritmo
para simplificar misturas Gaussianas diagonais no contexto de segmentacao de imagens.

2 Distancia de Fisher-Rao

Em 1945, Rao propés um método para calcular a distancia entre distribuigoes de
probabilidade introduzindo uma métrica Riemanniana, em termos da chamada matriz de
informacao de Fisher, em uma familia paramétrica de distribuicées de probabilidade.

Definicao 2.1. (Matriz de informagao de Fisher) Seja S = {pg;0 € ©} um modelo
estatistico de dimensao n com espago de pardametros ©. Dado um ponto @ € ©, a matriz
de informacao de Fisher de S em 0 € a matriz G = [g;;(0)] de ordem n, tal que

0 0 0 0
9ij(0) = Eg <89ilogp(x,0)&ojlogp(m,€)> = / 8—6%logp(m,ﬂ)%logp(x,e)p(x,e)d:r

(Eg ¢ a esperanga com respeito a distribuicdo pg).

Seja (z,y)¢ = x'[gi;(0)]y o produto interno dado pela matriz da métrica G, o compri-
mento de arco de uma curva « ligando «a(t1) = 01 a a(tz) = 02 é dado por

emy—ZZKdﬁﬂﬂﬂh)

1

N

dt.

A distancia de Fisher-Rao entre duas distribuicoes pg, e pg, ¢ dada pelo menor compri-
mento de arco de uma curva em © conectando 6; e 65 [1]. Nesse texto, vamos nos referir
a distancia entre as distribuigoes pg, € pg, como a distancia entre os parametros 6; e 5.

Uma distribuicao Gaussiana multivariada é definida por

(2m)~(3) ((x—M@f%z—M)
T, X)) = ———exp | — ,
p(z;p, %) Der(s) p 5
na qual ' = (z1,-+- ,1,) € R" é o vetor de varidveis, p* = (u1,---, p,) € R é vetor de

médias e ¥ € P, (R) é a matriz de covariancia (P,(R) é o conjunto das matrizes simétricas
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positivas definidas de ordem n). Consideremos M = {pg;0 € © = R" x P, (R)} o modelo

n(n+1)

estatistico de dimensao (n + ) formado por essas distribuigoes.

A equagado da métrica da mforma(;éo de Fisher de M, ver referéncia [1], é
1
ds* = du'>tdp + §tr[(2’1d2)2],

na qual du' = (du1,- - ,dp,) € R™ e dX = [doyj] € P,(R).
Note que, para todo (¢,Q) € R™ x GL,(R), com Gl,(R) o espacos das matrizes in-
vertiveis de ordem n, a aplicagdo (u, ) — (Qu + ¢, QXQ") estabelece uma isometria em

©, ver referéncia [1]. Consequentemente, a distancia de Fisher-Rao entre 87 = (p1,%1) e
0> = (p2, ¥2) em M satisfaz, para todo (¢, Q) € R" x GL,(R),

d(61,02) = d((p1,%1), (B2, T2)) = d((Qp1 + ¢, QT1Q"), (Quz +¢,Q%2Q")). (1)

Ainda nédo é conhecida uma expressao explicita para a distancia entre duas distribuicoes
multivariadas no caso geral. Uma formula fechada para a distancia de Fisher-Rao em M,
dp, é conhecida somente para o caso univariado e em algumas subvariedades de M.

Por exemplo, para n = 1, uma forma fechada para a distancia de Fisher-Rao é dada via
uma associagao com o modelo do plano hiperbdlico, ver referéncias [1,2]. Consideramos a
média p e o desvio padrao o como parametros, @ = (u, o). No plano superior médiax desvio
padrio, H% = R x (0, 4+00), uma expressdo analitica para dp é

dr ({1, 01), (2, 02)) = flog’(*” 01) < 02)+(M

() (3oe)| | (o)

(| - | é a norma Euclidiana em R?).

A distancia de Fisher-Rao também ¢é conhecida na subvariedade de M, de dimensao
2n, formada pelas distribuicoes cuja matriz de covariancia é uma matriz diagonal dada por
Mp = {pg; 6 = (1, %), ¥ = diag(c?,03,---,02), 0; >0, i =1,--- ,n}. Considerando
como parametro @ = (u1,01, 2,02, - , fin, 0p), & métrica no espago dos parametros de
Mp é uma métrica produto no espaco (H%)" Para 61 = (p11,011, ", fb1n, 01n) € B2 =
(121,021, , o, 02,), & distdncia entre esses parametros, definida em [2], é

S
N—
N
S <R
N
N—

dp(01,82) = | > dr((m1i; 01i); (n2is 021))?. (3)

=1

Em [6] propomos um limitante superior baseado na isometria dada em (1) e na distancia
sobre a subvariedade Mp, (3). A Proposi¢ao abaixo diz que calcular a distancia entre
duas distribuigoes Gaussianas multivariadas quaisquer é o mesmo que calcular a distancia
entre uma distribuicao Gaussiana que tem como média o vetor nulo e como matriz de
covariancia a identidade e outra distribuicdo cuja matriz de covariancia é uma matriz
diagonal.
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Proposicao 2.1. Para todo par de distribuicoes Gaussianas multivariadas com parametros
01 = (11,%1) e 02 = (p2, X2), afirmamos:

dr(01,02) = dr((0, In), (3, D3)), (4)

na qual 0 € o vetor de médias nulo, I, é a matriz identidade, D3 é a matriz diagonal dada
pelos autovalores de A = 21—(1/2)2221—(1/2)) Q ¢ a matriz ortogonal cujas colunas sao os
respectivos autovetores de A (A= QD3Q!) e p3z = QtEl_(l/Q) (p2 — p1).

Assim, considerando a distancia na subvariedade Mp e a Proposicao acima obtemos
uma férmula fechada para um limitante superior para a distancia de Fisher-Rao.

Proposigao 2.2. A distancia de Fisher-Rao entre duas distribuicées Gaussianas multi-
variadas 01 = (p1,%1) e 03 = (u2, X2) € limitada por,

U(61,02) = | > dr((0,1), (u3i, D3:))?, (5)

i=1

sendo que p3; sao as coordenadas de p3 e Ds; sdo os elementos da diagonal de D3, como
estabelecido na proposicdo acima.

A prova da Proposigao 2.1 e consequentemente da Proposicao 2.2 encontra-se em [6].

3 k-means baseado na distancia de Fisher-Rao

O algoritmo k-means é um método de clustering, proposto por Stuart Lloyd em 1957,
que particiona um conjunto de dados em k subconjuntos. Dado um conjunto de dados
C, o algoritmo comeca com a escolha de k centros para o conjunto e depois associa-se a
cada ponto de C seu centro mais proximo em relagao a alguma distdncia ou medida de
divergéncia, formando grupos (clusters). Depois, atualiza-se os centros (centroide) de cada
grupo até nenhum elemento mudar de grupo em duas iteracoes sucessivas.

No algoritmo original, a distancia considerada é a distancia Euclidiana porém, existem
varias adaptagoes deste algoritmo nas quais usam-se a distancia de Mahalanobis ou alguma
medida de divergéncia, como a divergéncia de Bregman [3].

3.1 Centroide na Subvariedade Mp

Em [4], Schwander e Nielsen propuseram k-means para simplificar misturas Gaussianas
univariadas usando a distancia de Fisher-Rao, dada em (2), obtendo bons resultados. Para
fazer as iteragoes do k-means eles definiram centroides no espaco H% usando o modelo
centroide, dado por Galperin em 1993, para espacos de curvatura constante.

Dentre os modelos do espaco hiperbélico H? (disco de Poincaré, disco de Klein, Min-
kowski, semi-plano superior), Galperin calcula o centroide no modelo de Minkowski que é
a folha superior do hiperboléide 22 = 1 + 22 + y?. Dado um ponto p, com coordenadas
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(@p,Yp), no disco de Klein, sua representagdo no modelo de Minkowski é dada por p’ com

coordenadas:
T Y Z
- P _ p - P
Ty — ———— Yp = ——5——5 € Zp = ———F—.
P 2 20 P 2 .2 P )
1 Ty — Yp 1 Ty — Yp 1 Ty — Yp

Depois o centroide é computado e normalizado para pertencer ao modelo de Minkowski,

1 c
/! / /
C = — p e Cc —=
n Z ‘ —x2
7

/!

c!’ - yz// + ZCQI/

e, através da relagdo Te = x¢//2¢ € Ye = Yo'/ 2, Obtemos o centroide ¢ no disco de Klein.
Para calcular o centroide ¢ de um conjunto de ponto C = {(u;,0;)} C H2, basta usar a
relacao entre H% e H? e converter os pontos de um modelo para o outro.

Como temos uma férmula fechada para a distancia na subvariedade M p, a qual é um
limitante superior para a distancia de Fisher-Rao no caso geral, propomos um centroide
para distribuicoes nessa subvariedade. Foi visto na se¢@o anterior que a distancia em Mp
é dada pela métrica produto no espaco (H2%)". Dado um conjunto de pontos C = {6;} C

(HZ)™, 0; = (1114, 014y * * » finis Oni), definimos o centroide de C como
Cc = (clv"' acn)a (6)
no qual ¢, j = 1,--+ ,n, é o centroide de C; = {(u;i,0j;)} C H% definido anteriormente.

3.2 Simplificacao de Misturas Gaussianas Diagonais

Uma mistura Gaussiana parametrizada f de M componentes é uma soma ponderada
de M distribuigoes Gaussianas, isto é,

M
fl@) =" wipia; pi, Ti),
=1

em que £ € R, pj(x;p;,%;), i = 1,--- , M, sao as distribuigoes Gaussianas e w;, i =
1,---, M, sdo os pesos da mistura que satisfazem a restrigdao Zf\i L w; = 1. Chamamos
de mistura Gaussiana diagonal aquela cuja matriz de covaridncia de cada componente é
diagonal.

Para modelar um conjunto de dados através de uma mistura Gaussiana o algoritmo
mais utilizado é o EM proposto por Dempster em 1977. O EM estima parametros de um
conjunto de observacoes via maximizacao da funcao de verossimilhanca. Neste trabalho,
usamos a adaptacao do algoritmo EM proposta por Banerjee para estimar parametros de
uma mistura de familias exponencial, o Bregman soft clustering, [3].

Em muitas aplicagoes que envolvem modelos de mistura, o custo computacional é muito
alto devido o grande niimero de componentes da mistura. Esse custo pode ser fortemente
diminuido se reduzirmos o numero de componentes da mistura: dada uma mistura f de
M componentes queremos encontrar uma mistura g de L componentes, 1 < L < M, tal
que g seja a melhor aproximagcao para f com respeito a alguma medida de similaridade.
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A seguir resumimos o algoritmo k-means para simplificar misturas Gaussianas diago-
nais baseado na distancia de Fisher-Rao na subvariedade M p.
Inicializagao: Dado um conjunto de dados formado pelos pesos e os parametros

da mistura, ¢ = {(w1,601), -, (wn,0nr)}, escolhemos aleatoriamente L pontos de C,
¢j = (w;,0;), com j € {1,---, L}, para os centroides iniciais.
Agrupamento: Dado L centroides ¢; = (w;,80;), com j € {1,---, L}, dizemos que o

ponto (w;,8;) pertence ao cluster C; quando dD(Bi,éj) <dp(0,0,,), comm e {1,---,L}.

Atualizacao: Atualizamos o centroide ¢; de cada cluster C; usando o centroide defi-
nido em (6) e fazendo w; = ), w;, com (w;,0;) € C;.

O algoritmo termina quando o centro de cada grupo nao muda em duas iteracgoes
sucessivas.

Vamos simplificar misturas Gaussianas diagonais no cenario de segmentacao de ima-
gens. Dada uma imagem colorida I de entrada, adaptamos o algoritmo Bregman soft
clustering, dado em [3], para gerar uma mistura Gaussiana diagonal f de 32 componen-
tes que modela os pixels da imagem. Consideramos um pixel p = (pgr, pg, pB) como
um ponto no R3, no qual pr, pg, pp sdo as informacoes RGB de cada pixel. Para a
segmentacao da imagem, dizemos que cada pixel da imagem p pertence a classe C; se
D (P 1, Xj5) > pilps pir Xi), Vi€ {1,--- , M} \ {j}. Sendo assim, a imagem segmentada é
dada pela troca da informacao de cor do pixel p pela média p; da Gaussiana p;.

Usando o k-means baseado na distancia de Fisher-Rao na subvariedade M p, simplifi-
camos a mistura f em uma mistura Gaussiana g de L componentes com L = {2,4,8,16},
cada mistura nos dé uma segmentacio da imagem. As imagens utilizados foram Babon
e Lena. A Figura 1 ilustra a segmentacao, o nimero de cores em cada figura é igual ao
ntmero de componentes da g.

Figura 1: Tlustracao da simplificacdo da mistura em L componentes.

Analisamos a qualidade da simplificacdo da mistura em funcao de L, através da apro-
ximagao da divergéncia Kullback-Leibler, dx1,(f||g), pelo método de Monte-Carlo. Obser-
vamos que a qualidade aumenta (isto é, dx 1 (f||g) diminui) quando L aumenta em ambas
as figuras, ver Figura (2). Analisamos também a qualidade da segmentagao da imagem
pelo cléssico indice PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio). A Figura (2) mostra que quali-
dade da segmentagao também aumenta quando aumentamos L, como era de se esperar.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0503 010503-6 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0503

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

451 -

——e— Baboon =——o— Baboon Ras
-

-=-o-- Lena _47

40 =

==o== Lena

35+ -7

PSNR

30} /

251

0 20
2

Figura 2: O grafico & esquerda ilustra a qualidade da simplificagdo (dxr(f]|g)) em fungdo de L e
o grafico a direita ilustra a qualidade da segmentagdo (PSNR) em fungdo da L .

O nosso algoritmo é similar ao Bregman hard clustering [3] em termos de eficiéncia
computacional uma vez que ambos usam apenas férmulas fechadas em cada iteragoes.
Neste trabalho, usamos uma distancia como medida de similaridade e, em [3], os autores
usam uma divergencia.
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