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1 Introducao

Exemplos de cadeias de Markov sao, em geral, apresentados brevemente durante a
disciplina de Algebra Linear para exemplificar tipos especiais de matrizes, por exemplo
matrizes de probabilidade de transigao (ou estocésticas), cujos valores sao todos nao nega-
tivos e cuja soma dos elementos de cada coluna é igual a 1. No entanto, a ligacao entre este
tipo de matriz com os demais topicos de Algebra Linear nao é praticamente explorada,
pelo menos, ndo em textos consagrados para cursos de graduacao, como [1].

Este trabalho traz como proposta principal, o estudo de tépicos basicos, porém rele-
vantes de Algebra Linear como transformacoes lineares, autovalores e diagonalizacao de
operadores, através da construcao de exemplos de transformacoes lineares cujas matrizes
associadas sao matrizes estocdsticas. Como ferramenta computacional para construcao e
estudo destes exemplos, utiliza-se o SageMath [2], que é uma plataforma de computagao
em nuvem projetada para matemadtica computacional.

2 Matrizes de Markov e Transformacoes Lineares

As matrizes estocésticas [A],xn, associadas a cadeias de Markov [3], sao interessantes
pois: (i) [A] = [ai;], aij > 0, (ii) para cada coluna j, > ;_;ar; = 1. Assim, pode-se
definir uma transformacao linear S : V' — W, cuja matriz associada [A] seja estocéstica.
Pode-se, entdo, obter para qualquer vetor ¢ € V sua imagem W = S(¥) € W através
da formulagao matricial para S. Assumindo que [¢] e [W] denotam as coordenadas de
U e W nas respectivas bases de V e W, tem-se [A][0] = [@]. A partir da transformagao
S, pode-se construir as transformactes compostas S2 = S0 S, §2 = So0So0 S, §* =
So0S0S5085, e assim sucessivamente, sendo que cada uma dessas transformacoes compostas
possuem representagoes matriciais dadas pelas respectivas poténcias da matriz [A]: a saber

[4]2, [A]3, [A]%,... Assim, uma pergunta interessante é: dado um vetor inicial vy, o que
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acontece com os vetores vj, = S*(vp), ou seja [vz] = [A]¥[vp]? Estas imagens terdo algum
comportamento padrao? Irdo convergir para alguma posigao (direcdo) em especial? A
partir de exemplos no R? e R? pretende-se dar uma ideia intuitiva para estas questdes.
Na Figura 1, apresentam-se diferentes iteragoes a partir de vy = (2,1), sendo a matriz de
Markov [A] com colunas 1 e 2 sao dadas por (0.2,0.8) e (0.3,0.7), respectivamente.
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Figura 1: (a) ¥y vetor inicial, @i e dby autovetores de [A], avt; e avty autovetores de [A]’
(matriz transposta); (b)71 = [A] To; (¢)¥y = [A]* To; (d)T100 = [A]"™ To.

Na verdade, para se responder a questao da dinamica dos vetores vj, com k — 00,
antes é preciso que sejam conhecidos os autovalores e autovetores da matriz de Markov
[A]. Alguns fatos interessantes e que podem ser explorados através do SageMath sao:
(1) Se [A] é uma matriz de Markov, sua transposta [A]" também é;

(2) O ntmero 1 é sempre autovalor de [A];
(3) [A] e [A)' tém os mesmos autovalores;
(4) O vetor 1 (todas as suas coordenadas sdo iguais a 1) é sempre um autovetor de [A]’.

Além de ilustrar propriedades de autovalores e autovetores de matrizes de Markov,
investigam-se com o SageMath formas quadréiticas @ [1], cujas matrizes associadas [Q)]
sdo também matrizes de Markov, assim como equacées no formato abaixo:

[ Ty ] [QAZJ [ ;: } =72 reRe A éi-ésima poténcia de A. (1)
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