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Resumo. A mecéanica celular jaz na membrana plasmatica, fundamentalmente uma bica-
mada fosfolipidica com espessura de dimensoes moleculares. Além de forgas elasticas, tal
material bidimensional também experimenta tensoes viscosas devido ao seu comportamento
fluido na direcao tangencial, ainda incompreendido do ponto de vista da modelagem compu-
tacional. Assim, reportamos aqui a construgao de um esquema numérico variacional capaz de
simular a dindmica das membranas celulares. Em posse do operador de Boussinesq-Scriven,
introduzimos uma formulacao variacional mista de trés campos para escoamentos viscosos
de superficies fechadas curvas. Nela, o fluido circundante é levado em conta considerando-se
uma restricao de volume interior a membrana, cuja inextensibilidade é imposta via restrigao
de area. As incognitas sao a velocidade, o vetor curvatura e a pressao superficial, todas inter-
poladas com elementos finitos lineares continuos estabilizados. Outro ingrediente numérico
inédito aqui reportado é uma forga que mimetiza a acao de uma pinca éptica que permite
interacao virtual com a membrana, situagao esta na qual a qualidade e o refinamento de
malha sao mantidos por remalhagem adaptativa automatica utilizando-se de uma meto-
logia ja existente na literatura. Observamos estabilidade temporal condicional com uma
restricao de passo de tempo que varia segundo o quadrado da menor aresta dos triangulos
da malha, inclusive fornecendo uma regra prética para escolhé-lo. Reportamos os limites
de estabilidade do método e sua capacidade de predizer o equilibrio dinamico de elongagoes
cilindricas compridas e finas (tethers) que surgem a partir de pingamentos. Revelamos um
efeito dinamico onde hé dependéncia da forma da membrana com respeito a uma velocidade
imposta de pingamento, de modo que abaixo de um valor limiar de velocidade um tether
nao se forma de inicio. O esquema numérico apresentado permite simular a dindmica de
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membranas eldsticas viscosas em geometriais tridimensionais assimétricas e em topologias
nao-triviais (e.g., toro).

Palavras-chave. Energia de Canham-Helfrich, Operador de Boussinesqg-Scriven, Opera-
dor de Laplace-Beltrami, Método dos Elementos Finitos, Fluidos Superficiais Newtonianos,
Mecanica Celular.

1 Introducao

Embora as bases de sustentagao celular (a saber, a membrana plasmética e o cito-
esqueleto) nao sejam suficientes para a modelagem completa de uma célula viva, fato é
que a mecanica da membrana plasmatica ainda nao se faz largamente presente nos mo-
delos computacionais de células, sobretudo em geometrias tridimensionais assimétricas.
Sequer sua estrutura mais béasica — a bicamada fosfolipidica — é compreendida na integra
do ponto de vista da modelagem computacional. Como uma superficie fluida, sua si-
mulagao computacional ainda estd por ser estabelecida. Uma valiosa excegao é dada por
Arroyo & DeSimone em [1], mas na qual apenas membranas com simetria axial sdo con-
templadas. Assim, a menos da bem-sucedida estratégia de Tasso & Buscaglia [2] de se
aproximar o operador viscoso através do operador elastico, apresentamos aqui o primeiro
método numérico capaz de simular a mecanica de membranas viscosas eldsticas como en-
tes fluidos® em geometriais tridimensionais assimétricas e em topologias nio-triviais (e.g.,
toro) [5,6]. Restringiremo-nos aqui somente a estabilidade temporal do método reportado
e ao pingamento numérico de bicamadas lipidicas.

2 Elementos finitos para superficies viscosas com rigidez de
curvatura

O esquema numérico [5, 6] consiste essencialmente de uma formulagao variacional das
equagoes de momento, inextensibilidade e identidade de Laplace-Beltrami, todas discre-
tizadas por elementos finitos lineares de Lagrange e as quais correspondem as incégnitas
de velocidade, de pressao e de curvatura. A equacao de pressao é adicionada uma estabi-
lizagao por projecao do gradiente de pressao [7]; & equacao de curvatura, uma estabilizagdo
proposta por Bénsch [8].

Para o sistema fluido-interface de interesse, a poténcia virtual das tensées dissipativas
€ igual a taxa de liberacao de energia eldstica mais a poténcia virtual das forcas aplicadas
sobre a membrana. Assim, de acordo com o principio das poténcias virtuais,

/U:DpvdF:—dE(v)+/f-vdF Vv eV, (1)
r r

em que o é o tensor das tensoes tangenciais, £(I') é a energia eldstica da qual as forgas
elasticas sao derivadas, f é a forca externa liquida, V' é o espaco de velocidades virtuais

®Na fase final de desenvolvimento da tese apareceram os trabalhos de Heintz [3] e de Barrett et al. [4],
mas que surgiram posteriormente ao depésito de nosso artigo no arXiv (arXiv:1409.3581).
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admissiveis e Drv é a taxa de deformagao superficial virtual dada por Drv = 1/2(P (Vrv+
Vrv?) P, a andloga superficial do classico gradiente simétrico tridimensional Dv = (Vv +
VvT) /2. O tensor P é o projetor tangente sobre I' dado por P = [-a®11, i sendo a normal
unitaria exterior a I'. O simbolo Vr refere-se ao gradiente superficial, essencialmente uma
“derivada tangential” (cf. [5]).

A reologia de uma membrana de uma interface inextensivel I" é governada pela lei
de Boussinesg-Scriven [9], a andloga tangencial da lei constitutiva newtoniana, i.e., & =
—7sP 4+ 2 p Dru, em que p é a viscosidade superficial (expressa em Pa-s-m), u é a veloci-
dade material das particulas membranas sujeita a restricao Vr - u = 0, a qual é imposta
com a introdugdo de uma pressdo superficial 75 (expressa em Pa-m). A energia eldstica
de curvatura aqui é uma versao simplificada do modelo proposto por Canham e Hel-
frich [10,11], &(T) = <2 [, k?dl, em que Kk = K1 + ko denota a curvatura média escalar
de I' (k1 e ko sdo as curvaturas principais) e coy € a rigidez de curvatura.

A seguir, resultados numéricos de estabilidade temporal e de pingamento numérico.

3 Resultados numéricos

Estabilidade temporal. Os experimentos numéricos reportados almejam determinar o
maximo passo de tempo Ay, para o qual o esquema discreto se comporta de maneira
estavel. Para isso foram simulado 100 passos de tempo em malha com distintos valores de
hmin, para varias escolhas de At. Resultados de instabilidade foram facilmente reconhe-
cidos por severas flutuagoes tanto da energia elastica como da maxima velocidade nodal.
O valor limite Aty foi obtido por busca dicotdmica com tolerdncia menor do que 20%.
O méximo passo de tempo permitido Aty pelo método pode ser observado na Figura 1,
para o qual a lei de ajuste linear adimensional observada é

Atyim ~ 0.42 h?nin? (2)
ou, em termo dimensionais,
0.42
Atjm =~ a h2. (dimensionalmente). (3)
Ccu

Evidentemente, a constante 0.42 poderia depender da forma da membrana. Por isso,
membranas de distintos formas foram testadas, inclusive com triangulacoes uniformes ou
adaptativas (na qual o tamanho do elemento depende do valor local da curvatura média
escalar). O melhor ajuste em cor magenta corresponde a (2), que, assim como se vé,
sobre-estima o valor de Atj;,,, em alguns casos. Ademais, observamos em muitos casos
que escolher At muito préximo do limite de estabilidade pode ser prejudicial a precisao de
computo. Por isso, a constante 0.42 em (2) foi reduzida a um quarto de seu valor, e entao
At = 0.105h%;, (4)
para cada iteracao temporal. Como At estd em funcao de hyin, a estratégia (4) é de grande
utilidade ao se fazer remalhagem. Assim, qualquer experimento numérico de relaxacao
pode ser conduzido com essa estratégia proposta para determinacao do passo de tempo.
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Figura 1: Limite de estabilidade At ;, como funcao do tamanho minimo hy;, de elemento.
Os valores representados como tridangulos sao aqueles experimentalmente obtidos para
diferentes malhas de diferentes geometrias e refinamentos (algumas das quais identificadas
com os dados da figura). A curva cor-de-rosa representa o melhor ajuste de minimos
quadrados: 0.42 hfnin. Em azul claro, a estratégia de passo de tempo adotada, 0.105 h?nin.
Pingamento numérico. Os resultados numéricos dos efeitos dindmicos de forma sao
reportados para uma geometria inicial oblata em equilibrio estatico de volume reduzido
(quantidade adimensional) v = 6/7 V/ A% ~ 0.66, em que A e V sdo respectivamente a
area superficial e o volume interior & membrana. A qualidade da malha é mantida por um
processo automatico de remalhagem adaptativa [12], com passo de tempo adaptativo dado
por (4). Uma pinga numérica (rotulada como 7T') de raio r = 0.04 é colocada em x7 (¢t = 0)
no interior da superficie, préxima a ela, e movida a uma velocidade constante Ur na direcao
da normal exterior. Isto é feito até um tempo ¢; de modo que o deslocamento da pinga seja
Dy = ||x7(T) —x7(0)|| = Urty = 1.0, isto é, um deslocamento (adimensional) igual a 1.0,
independentemente de Ur. Assim como nos casos de relaxagao, os movimentos rigidos sao
eliminados utilizando-se multiplicadores de Lagrange. Distintas formas da membrana para
varios valores de velocidade de pingamento Ur sao mostrados na Figura 2a, para diferentes
posigdes da pinga (deslocamento Dr). A coluna no extremo esquerdo corresponde a menor
velocidade, Up = 1, situacdo esta na qual a membrana se desloca quase-estaticamente,
sem exibir qualquer resposta localizada ao pingamento. Para Ur = 10 a pinca comeca a
ser notada empurrando a membrana de dentro para fora, mas é somente para Ur = 100
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e Ur = 1000 que a pinca torna-se realmente aparente e produz um tether. Da tultima
linha da Figura 2a, para a qual a posigao da pinga é exatamente a mesma (e o centro de
massa também, gragas a eliminac¢ao de movimentos rigidos), torna-se evidente a habilidade
do método apresentado em capturar deformacoes dependentes da velocidade. Indo além,
surge a questao de como o método apresentado se comporta na captura de equilibrio
dindmico de um tether quando ha mudancas repentinas na forca de pingamento imposta.
Para tanto, tomamos um tether formado ao aplicar uma forca Fpr = 400 e subitamente
a alteramos. Duas simulagoes foram feitas; em uma delas a forca Frp foi alterada para
500 e na outra para 600. O tempo foi redefinido como zero no instante da mudanca de
forga. O raio instantaneo do tether como funcao do tempo é exibido na Figura 2b. O
raio de equilibrio inicial exato (caso cilindrico ideal) é R.,(Fr = 400) = 0.0157, com o
qual a solugao numérica estd em boa concordancia, mesmo a malha sendo bastante grossa.
Apés mudar a forga para Fpr = 500, o raio do tether encolhe para um valor aproximado
de 0.013, o qual é uma boa aproximadagao para R.,(Fr = 500) = 0.0126. Ainda, a
evolucao em direcao ao novo raio de equilibrio estd em bom acordo com uma exponencial
do tipo ae 7 + b, em que 7 = 6.32 x 107* é dado por R., = 27/Fr, com 7 = 16 2/ FZ
(cf. [5]), assim como exibido na curva da figura. Para Fp = 600 o mesmo procedimento é
conduzido, para o qual os valores exatos sao R.,(Fr = 600) = 0.0105 e 7 = 4.39 x 104,
A relaxagdo em direcdo ao raio de equilibrio estd em boa concordancia com a solugao
analitica idealizada (embora de modo mais preciso para Fp = 500 do que para Fp = 600).
O raio de equilibrio em si é predito com um erro de aproximadamente 5%, o que é bastante
razoavel, considerando que ha apenas 12 elementos na circunferéncia do tether.

4 Consideracoes finais

Reportamos aqui a construcao de um esquema numérico variacional capaz de simular
a mecanica de interfaces lipidicas, frente ao seu tratamento numérico quanto a restrigao
de passo temporal e simulagao de tethers.

Observamos uma estabilidade temporal que impoe uma restricao de passo de tempo
que varia segundo o quadrado da menor aresta dos triangulos da malha, fornecendo uma
lei empirica de uso pratico e geral para a escolha do passo de tempo do método proposto,
aplicadvel a solugao numérica de qualquer processo de relaxacao de membranas. Essen-
cialmente, o passo de tempo deve ser escolhido como a fracdo de um décimo da menor
aresta dos triangulos de malha. Como explorado nas simulacoes dos tethers, a proposta de
escolha automatica do passo de tempo, em conjuncao com o processo de remalhagem utili-
zado, revela-se imprescindivel em situagoes nas quais ha presenca de forcas extremamente
localizadas ou sob mudancas geométricas severas ao longo da dinamica.

Discutimos ainda um modelo numérico de forgas extremamente localizadas que mime-
tiza a acdo de pingas épticas. Tais forcas introduzem a possibilidade de interacao virtual
com pequenas parcelas da membrana e possibilitam investigar sua resposta na presenca
de forgas externas (que ja é realidade na fisica experimental). Discutimos a habilidade de
nossa modelagem na predi¢ao do equilibrio dinamico de tethers que surgem quando uma
pequena parcela da membrana é pingada. O modelo numérico reportado para este fim se
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Figura 2: (a) Efeito dinamico de pingamento na deformagao de uma forma oblata para
a qual v =~ 0.66, para uma pinca de raio rr = 0.04 movendo-se em dire¢do ao exterior
com velocidade constante Ur vertical a valores 1, 10, 100 e 1000 (colunas) e formas da
membrana para diferentes valores de deslocamento Dr da pinga: 0.1, 0.4, 0.7 e 1.0; (b)
equilibrio dindmico do raio do tether em t = 0, forca alterada de Fp = 400 para Fr = 500
ou de Fp = 400 para Fr = 600. Os circulos correspondem aos resultados numéricos
obtidos com o método apresentado, e as curvas dizem respeito a ajustes exponenciais
com tempos caracteristicos dados por 7 = 1672/ Fr_% A direita, o valor exato do raio de
equilibrio (R., = 27/ Fr) para o caso cilindrico ideal é indicado com um pequeno segmento
azul.

revela robusto ao prever, em boa concordancia com a solugao analitica, a variagao tempo-
ral do raio do tether sob mudancas repentinas da forca de pingamento. A velocidade de
pincamento constante, quanto a dependéncia de forma do corpo da membrana, revelamos
que ha um valor minimo desta quantidade para que um tether surja em primeira instancia.

As perspectivas futuras de trabalho incluem a intencao de incorporar a curvatura es-
pontanea a energia de Canham-Helfrich, bem como o tratamento numérico de um modelo
fisico para a fricgdo entre as duas camadas lipidicas da membrana. Para uma modelagem
completa da mecanica celular, ainda hd de serem considerados outros importantes com-
ponentes estruturais: citoesqueleto, canais idnicos, proteinas transmembranares, etc. O
primeiro passo, porém, foi dado: a construgao de um esquema numérico variacional capaz
de simular a dindmica interfacial das membranas celulares.
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