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Resumo Nesse trabalho é apresentado um método numérico para aproximar a solugao de
um sistema de ordem fracionaria. Esse método numérico é dado por meio de aproximagoes
envolvendo diferengas finitas. Como aplicacdo é apresentado o modelo de Brusselator de
ordem nao inteira.
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1 Introducao

Durante as tdltimas décadas o calculo fracionario tem se tornado uma importante fer-
ramenta para descrever a dinamica de sistemas complexos em diversas areas do conheci-
mento.

A utilizagdo de conceitos e técnicas do calculo de ordem néo inteira tem possibili-
tado importantes resultados em varias areas do conhecimento, como controle e robdtica,
circuitos elétricos, biomatemdtica, quimica, biologia, processos estocasticos, entre ou-
tros [1,2,4,14]. Além disso é uma ferramenta importante para refinar a descri¢ao de
fenomenos naturais, em particular aqueles que possuem dependéncia temporal [12].

Pelo fato de que nem todos os sistemas de equagoes diferenciais, de ordem inteira ou
fraciondria, apresentam solucao na forma fechada, surge a necessidade de obter métodos
numéricos para aproximar tais solugoes. No ambito de calculo de ordem nao inteira ha
poucos algoritmos desenvolvidos [5,6]. O método mais utilizado para encontrar nume-
ricamente a solucao de equagoes fracionarias é o método de Adam-Bashforth-Moulton
(ABMM) [6].

Por outro lado, o método de diferengas finitas nao exato (NSFD) foi introduzido por [7]
para encontrar a solucao numeérica de equagoes diferenciais ordindrias e parciais, e atual-
mente tem sido estudado em diversos campos [9,13]. Esse método consiste na diferenciagao
de uma funcao com um dado conjunto finito de valores da variavel dependente em deter-
minados pontos conhecidos da varidvel independente [7,9,11,15].
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O objetivo deste trabalho é utilizar o método de aproximacao por diferencas finitas
para encontrar a solucao de um sistema de ordem fraciondria e estd organizado como
segue: na secao 1 uma breve introdugao ao trabalho; na segao 2 os principais conceitos de
calculo fraciondrio; na segao 3 a discretizagao do método NSFD; na secao 4 uma aplicacao
para o método numérico; na secao 5 as simulagoes numéricas e na secao 6 as principais
conclusoes.

2 Preliminares

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e teoremas referentes a teoria de célculo
fracionario, além disso introduzimos alguns conceitos do método de discretizacao.

2.1 Calculo Fracionario

A partir da generalizacido do conceito de fatorial, feito através da funcao gama, vamos
introduzir a integral fraciondria de Riemann-Liouville [1,12].

Definigao 2.1. Sejam f: R — R uma fun¢do integrdvel e n € N. Definimos as integrais
de ordens um e n, denotadas, respectivamente, por I e I, como

If(t) :/Otf(tl)dtl e I”f(t):/ot /Otl /()tQ-'./Otnlf(tn) dtp dbn1 ... dts di:.

Teorema 2.1. Para f: R — R integrdvel temos [14]
t (t _ T)n—l

PO =60+ 10 = [[out-nrar= [ fma )

na qual o simbolo * denota a convolugdo de Laplace e ¢y, (t) a Gel’fand-Shilov 3.

Definigao 2.2. Seja f(t) uma fungao integravel. Utilizamos a generalizagao do conceito
de fatorial pela funcao gama para definir a integral de Riemann-Liouville de ordem « de
f(t), denotada por I*f(t), como
t (t _ 7.)0[*1
I1°f(t) = t)* f(T) = —_—
10 = dal+ 10 = [ L5
Definicao 2.3. Sejam f(t) uma funcao diferencidvel, m € N e a € N tais que m — 1 <
Re(a) < m *. A derivada de ordem o no sentido de Caputo é definida como sendo a
integral fraciondria de wma derivada de ordem inteira, de forma que a lei dos expoentes
faca sentido ®, isto é,

f(r) dr. (2)

tl/—l
3Definida para v € Z_, como ¢, (t) = N0 set>0
0 set<O0

1Quando o = m, temos a definicdo usual.
Segue, como consequéncia da definicio, que D*t? = t°~°I'(8 + 1)/T(8 — o + 1), que recupera o
resultado cldssico quando a =n e 8 =m, com n,m € N.
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Definigao 2.4. O operador de Grimwald — Letnikov (GL) para derivadas fraciondrias
de uma dimensdo € definido como

[%]
D%, f(t) = lim b~ @t —jh)  telot 4
B0 = Jim WS =) ety ()
t —
em que 0 < a < 1, [k] € a parte inteira de k = Ta; com a et sendo os limites reais

(@) .

do operador D%, o qual denota a derivada fraciondria, h € o espagamento e w; € o
coeficiente GL definido como

o o 1 a .
wé)zl, wj(.):(l— —; >w](._)1, 7=12 .. (5)
a—1 a—1 o a—1 ;

Lema 2.1. Sejam 0 < o < 1, w%a) e wf{kl) os coeficientes do operador GL. Entdo para

n=12,.. tem-se: —1 < w%a) <0el< w%a_l) < 1.

3 Discretizacao NSFD

O método NSFD baseia-se no método de diferengas finitas exato [3]. Foi proposto
por [8] e atualmente ¢é utilizado em vérias aplica¢oes numéricas [7,9-11].
Considere uma equacao diferencial da forma

dy
E - f(ta Y, )‘) (7)

em que A é o vetor de parametros. O esquema NSFD ¢é construido seguindo dois passos:

1. A derivada do lado esquerdo de (7) ¢é substituida pela representacao discreta na

forma d
Y Yn — Yn—1
— 8
dt o(h, ) (8)

em que y, é uma aproximagao de y(t,), h > 0 é o passo de tempo e ¢(h, ) é a
funcao denominador [7,10];

2. O termo nao linear de (7) é dado pela representacao discreta nao local
F(tvyruynflw"))‘)' (9)
Com isso, podemos escrever a equagao (7) como

Yn — Yn—1
In Il o Bt Y Yn1s ey ). 10
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A derivada discreta do lado esquerdo da equagao (10) é uma generalizagao da repre-
sentagao classica discreta que é obtida usando ¢(h, A) = h. A fungado denominador ¢(h, \)
é uma funcado de h e deve satisfazer a condigao de consisténcia [3]

d(h,\) =h+O(RP) ,p>a, h—0 (11)

em que O(hP) é o erro de truncamento. Na referéncia [10] é apresentada uma forma para
determinar a fungao denominador ¢(h, A). Para mais informagoes veja [3,7,11].

3.1 NSFD para uma equagao de ordem nao inteira

Uma equagao de ordem fraciondria pode ser discretizada de forma analéga ao apresen-
tado anteriormente. Entretanto, devem ser levadas em consideracao algumas peculiarida-
des dos sistemas de ordem fraciondria ©.

Considere o sistema de ordem fracionéria, em que 0 < a < 1,

Dex(t) = f(t,x(t)),
{ z(0) = xo. (12)

Através do operador GL (4) e do processo descrito na se¢ao anterior, o sistema (12)
pode ser discretizado como segue:

n

1
%Y > wi(zn—j = y0) = Fltn, T, Tn-1,..,3) , n=1,2,3, ... (13)
) ]:0

A condigao de consisténcia (11) nao garante a convergéncia da representacao discreta
para derivadas fraciondrias em (13) [11]. Assim a condicdo de consisténcia 7 serd [11]

d(h,\) =h*+O(RhP) , p> «a. (14)

4 Aplicagao

Nesta secdo aplicamos o método NSFD ® para encontrar a solucdo aproximada do
sistema de Brusselator de ordem fraciondria [11,15].

O modelo de Brusselator, que foi proposto por Prigogine e Lefever em 1968, é um
sistema de equagoes diferenciais nao lineares, utilizado em reacoes quimicas autocaliticas.
Esse modelo apresenta oscilagoes que nao dependem da quantidade de reagente presente
inicialmente. Sua versao fracionaria é dada por

{ D (t) a— (p+ 1 (t) + 2(t)*y(t)
Doy(t) = pa(t) — x(t)*y(t)

5Devido a natureza nao local do operador de ordem fracionéria, a representacio discreta das derivadas

deve levar em conta a solugdo no tempo anterior.

"Neste trabalho utilizamos ¢(h, i+ 1) = 1_67:%
consisténcia (14) podem ser vistas em [10, 11].

80 método foi implementado em linguagem C.

(15)

. Outras fungées que satisfazem a condigdo de
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em que xz(t) e y(t) representam, respectivamente, o ativador e o inibidor e a e p sédo
parametros externos.

Considere x,, e y, aproximagoes para x(t,) e y(t,). Entao substituindo o termo nao
linear do lado direito de (15) por

z(t) = x(tn-1) , 22 (O)Y(t) = 2(tn)T(tn-1)y(tn-1)

e aplicando o operador GL (4) no sistema (15), obtemos

Ty + 2?21 w§a)$n7j — w%a_l)xo = ¢(h) [(I - (,U + 1)1‘n71 + l'nxnflynfl]a (16)
Yn + Z?:l w]('a)ynfj - wv(f_l)yo = ¢(h)[,u$n,1 - l‘nxnflynfl]-
Isolando z,, e y,, temos
oo e = 3wl + 6()la — (et D]
" 1-— <z5(h)xn_1yn_1 (17)
a—1 n a
Yn = wﬁz )?/0 - Zj:l w](‘ )yn—j + ¢(h) [N-Tn—l - Infn—lyn—l]

que é o sistema de ordem fraciondria discretizado.

5 Resultados

Para realizar as simulacoes utilizamos o método NSFD para aproximar a solugao do
modelo (17). Os parametros utilizados foram a = 1, u = 3, = (1;0,7), h = 0,05, ¢t = 4000
e (33‘0, yO) = (17 1; 2) 9)

2000 3000 4000 g
T
2 |
E % 1= 7
B 70 00 - 00 @00 oo L S S
tempo X
Figura 1: Dinamica para o = 1. Figura 2: Retrato de fase.
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Figura 3: Dinamica para a =0, 7. Figura 4: Retrato de fase.

Podemos observar que tanto para o caso fracionario, quando a = 0,7, quanto para o
caso clédssico, a = 1, a solugao apresenta comportamento oscilatério instavel. Isso pode
ser observado nas Figuras 1 e 3.

A partir do retrato de fase apresentado nas Figuras 2 e 4, vemos que as trajetérias
convergem para um ciclo limite. Esses resultados obtidos através da simulagao numérica
comprovam os resultados tedricos obtidos em [11], através do estudo da andlise de estabi-
lidade.

6 Conclusoes

Através deste trabalho concluimos que o método NSFD se mostrou satisfatério para
encontrar uma aproximagao da solucdo para o modelo proposto. Como trabalho futuro
aplicaremos esse método para encontrar a solucao de sistema de ordem fraciondria para
a hepatite B com retardo na acao de droga, bem como comparar tal solucdao com outros
métodos a fim de encontrar aquele que mais se aproxima da solucao real.
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