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Resumo. Neste trabalho apresentaremos o estudo computacional de métodos de Galerkin
Descontinuos para aproximagao numérica de leis de conservagao de natureza hiperbélica, com
enfoque em esquemas explicitos e mno uso de aproximacoes do tipo
Runge-Kutta no tempo para aproximacao de problemas lineares e nao-lineares. Especifica-
mente, serdao exploradas as boas propriedades de estabilidade local, no tempo, dos métodos
da classe Runge-Kutta em conjunto com fungoes de fluxo numérico estaveis e com o uso de
limitadores de inclinacao, com o objetivo de desenvolver métodos de Galerkin Descontinuos
de alta ordem capazes de obter boa resolucao de gradientes abruptos e de solugoes des-
continuas, sem oscilagoes esptrias, em problemas hiperbdlicos.
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1 Meétodo de Galerkin Descontinuo

O método de Galerkin Descontinuo (DG) é uma das classes dos Métodos de Elementos
Finitos que usa fungoes descontinuas por partes para compor os espacos de aproximacao.
O método DG combina diversas caracteristicas interessantes do método de elementos fini-
tos classico e do método de volumes finitos, compondo uma ferramenta importante para
aproximar solugoes de equagoes diferenciais [3].

1.1 Lei de Conservacao Hiperbdlica

Seja D = Q x I C R?, o dominio de definicio do problema estudado, onde 2 = (a, b)
coma,be Rea<b,el = (0,T)comT >0 correspondendo as partes espacial e temporal
de D, respectivamente. Sem perda de generalidade, x denotara a variavel espacial e t
a varidavel temporal. Considere u(x,t) : D — R, a fungdo que designa uma varidvel

Helipe.augusto.guedes@gmail.com
2eabreu@ime.unicamp.br
3maicon@ime.unicamp.br

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0313 010313-1 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0313

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

conservada, e a fungao de fluxo f(u), ambas com imagem em R. Uma lei de conservagao
associada a essas funcoes é uma equacao diferencial parcial escrita na forma

ut + f(u), = 0. (1)

A equacao (1) deverd ser acrescida de uma condigao inicial e uma condigao de contorno
(em dominios limitados), definindo assim um problema de valor inicial e de contorno.

1.2 Nomenclatura e Definigoes para Problemas Discretos

Sejam {zg,x1,...,%j, ..., Tm41} uma particao fixa do intervalo Q, com j,m € N,
1 <j <m,tal que zg = a e xy, 1 = b, onde m representa o nimero de nos internos x; da
malha fisica, e Tigl = (xj+1 + x;) /2. Consideramos o subintervalo C; = (:Ujfé,m]]r%),
de comprimento Awx; = x;,1/2 — Tj_1/2, como sendo a célula primal (elemento primal).
Tome uma particao regular do dominio, no sentido de que todas as células C; possuem
o mesmo comprimento Az. Utilizando o pardametro h = Az definimos entao th como o
conjunto dos polindmios por partes de grau no maximo k € N sobre os intervalos {C},
nao exigindo continuidade destes polindomios nos pontos da fronteira de cada sub-intervalo

th = {u ule; € Pk(Cj), parax € C; ,j = 1,2, ,m} ) (2)

onde Pk(Cj) ¢ o espaco de polinémios de grau < k definidos no subdominio Cj. Seja
também f(u~,u™) um fluxo numérico monétono, que cresce com o primeiro argumento e
decresce com o segundo argumento [3], consistente com o fluxo fisico, ou seja,

f(u,u) = f(u) e que seja Lipschitz continuo em ambos os argumentos. Para um dado
instante de tempo ¢ fixo, ¢ > 0 e dada uy, € V,f, arbitraria, definimos os seguintes valores:

up (2= 1,15):limuh(gzcji%ie,t) x

+ .
jxl lim = hma;ji% +e (3)

ji% e—0
1.3 Formulagao Fraca Global

Seja V' um espago vetorial formado a principio por fungoes suficientemente regulares a
fim de garantir os processos de integracao e diferenciacao. Consideremos uma fungao teste
arbitraria v € V. Multiplicando (1) por esta fungao, integrando com relagdo a varidvel
espacial no dominio (a,b), integrando por partes o segundo termo e rearranjando, temos
a seguinte equacao integral

b b
/ Owu(x, t)v(x)dx :/ fu(z,t)0zv(z)dr — f(u(a,t))v(a) + f(u(b,t))v(b). (4)

1.4 A Solugao Descontinua

A solucao numérica da lei de conservacao hiperbdlica é localmente construida em ter-
mos de fungoes polinomiais locais dependentes apenas da variavel espacial e de coeficientes
locais dependentes do tempo em que estamos construindo a solucao. Dada uma célula
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C; para algum j = 1,2,--- ,m, seja Hg‘? = {906(:1:),~-- ,cpi(:v)} uma base para o espaco
V}ﬂcj = Pk(C;). Fixada a base H?, consideremos k + 1 coeficientes dependentes do

tempo ¢ (t). Feitas as consideragoes anteriores, sob a hipétese de separagao de varidveis,
escrevemos a solucdo local na célula C; da seguinte forma:

k
=Y dt)el(z), zeCy. (5)

1=0

Como compomos a solucao local temos condicoes de escrever a solugao global do método
DG em termos da fungao caracteristica 1¢; dada por:

1 sex e},

v ={ g i SE ()

Assim a solucao global para o tempo t é dada por:

= un(x,)|¢, e, (2) com z € (a,b). (7)
=1

1.5 Forma Regular do Método de Galerkin Descontinuo

A forma regular do método DG consiste em encontrar up(z,t) € th tal que, para
qualquer vy, € V,f e para todo j, tenhamos:

/Cv Opupvpdr = /;’ f(uh)axvhdx (uh +1/2’ Uh(ﬁﬂj_'_l/r t)) Uh(x;+1/2) +
J J
+
J

T (@) ) ey 0 t)) (el ). (8)

Para obter essa formulagao utilizamos a forma fraca dada em (4), restrita agora a um
subdominio, ou célula, C; e a funcao de fluxo numérico descrita na Segao 1.2. Fixando
uma célula C;, denotamos wup(x,t)| ¢ simplesmente por . Substituindo a expressao (5)

no lado esquerdo da igualdade (8) e sabendo que (8) é vilida para qualquer v, € V¥,
temos que (8) é valida para qualquer elemento de H?. Fixando v, = (p{ para algum
I =0,1,---,k e utilizando a notagao hjii/p = f (u%(z;ﬂﬂ,t),uil(m;rilﬂ,t)), podemos

reescrever a equagao (8) em termos dos fluxos numéricos hj1 /o como:

(Zatcf / ol (= )@j(l’)dflf) = /‘f(ui)aﬂ"{dx_hj+1/230{<xj_+1/2)+

+ h] 1/290[( j— 1/2) (9)
Como!=0,1,2,---,k, podemos reescrever (9) em termos de um sistema local de equagoes
diferenciais. Sem perda de generalidade, suponha que na célula C; o grau maximo do po-
linomio seja k; < k e defina: ki = Z;n:1 (kj+1) e ¢ € RFtotar tal que
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A T
T » . N
c = [ch, ¢ ¢, com ¢/ = |c],c],-- ,ci] . Logo, o sistema local de equacoes

diferenciais na variavel temporal pode ser escrito como:
dcd )
M’— =1/ (c 10
=~ (), (10)
onde o vetor ¢/ € R¥*! e a matriz M/ € M (R)g,+1 ¢ inversivel por ser uma matriz

cujas entradas m;; sio produtos internos do espago L?(P*i(C})). De forma mais precisa,
podemos descrever os elementos de MY e h/(c) como sendo:

m{,q = /C cpg,(x)cpg(a:)dx h%(c) = /C f(ui)@xgog)daz —hjy1/2+ hj_1)9, (11)
j j

J

parap,q=0,1,2,--- , k;j. Perceba que o sistema de equacoes diferenciais em (10) é definido
localmente. Podemos exibir um sistema global da seguinte forma: definimos o vetor
h(c) € RFetat como h(c) = [h!(c),h*(c), - ,hm(c)]T, em que a aplicagao h/(c) tem as
componentes definidas em (11). Deste modo, o sistema de EDO’s global pode ser escrito
€omo:

2~ ) (o), (12)
onde M € M(R)y,,,., ¢ dada por M = diag(M*', M?,---  M™), sendo M uma matriz
inversivel de dimensao ko Para a resolugao do sistema de equagoes diferenciais (12)
utilizamos o esquema SSP Runge-Kutta (RK-SSP) [1] e escolhemos a base H? formada
pelos polindmios ortogonais de Legendre, o que torna cada matriz M7 diagonal e con-
sequentemente a matriz M diagonal por blocos. Em [5] utilizamos a estratégia de RK
de 2 estdgios e obtivemos resultados semelhantes aos que apresentaremos na secao de
experimentos.

1.6 Fluxos Numéricos

Dentre os diversos fluxos numéricos para o método DG estudados na literatura, empre-
garemos neste trabalho o Fluxo de Lax-Friedrichs Local. O Fluxo de Lax-Friedrichs Local é

1 _ _ .
dado por: hji1/2 =5 (f<“j+1/2) +F (U 0) + @y (“j+1/2 - “j++1/2))7 onde a1z ¢
uma  avaliagdo da  maior velocidade de propagacao local, dada  por

Qjt1/2 = (gggj ’f’(“)’)-

2 Métodos DG de Alta Ordem

O método DG apresenta oscilagoes quando sao empregados polinémios por partes de
grau maior ou igual a um, mesmo quando trocamos o método para resolucao do sistema de
EDO’s associado [5]. Este fato é previsto pelo Teorema de Godunov e verificado através
de experimentos numéricos. Para superar tais instabilidades, propomos um método inspi-
rado no uso dos limitadores como nos esquemas N'T [4] e KT [2] e nos bons resultados que
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estes esquemas fornecem. Vamos propor um algoritmo que atuard na reconstrugao dos
coeficientes lineares da solugao em cada elemento C; utilizando informacoes que ja foram
calculadas durante a formulagao do Método DG, como parametros para o uso dos limi-
tadores. Em trabalhos futuros pretendemos estudar outras alternativas de estabilizagao
para o DG além da variacao dos métodos de resolucao do sistema de EDQO’s associado.
Doravante, as abreviacdo DGO e DG1 referem-se ao método de Galerkin Descontinuo para
polindémios constante por partes e lineares por partes, respectivamente.

2.1 Estabilizacao para o DG1

A solugao local gerada pelo método de Galerkin Descontinuo utilizando os polinémios
ortogonais de Legendre para o caso DG1 é dada por

un(@,t)| o, = G(eh(x) + (D¢l (@), =€ ;. (13)

A ideia é controlar o coeficiente cj1 que é responsavel pela variacao linear da solugao na
célula, de forma a tornar a solucao constante por partes em regices em que o método pode
vir a oscilar, como nas regioes proximas a descontinuidades e em regices de gradientes
abruptos. Para tal, tomaremos o limitador minmod definido (para vérios argumentos)

como
min;{z;} se z; > 0 Vi,
minmod(xy, z2,...) = { max;{z;} sex; <0 Vi, (14)
0 caso contrario.

Definimos § € R como sendo a quantidade 6 = minmod (cg) — cg_l,céH — cé) e 0s se-
guintes critérios: se 4 = 0 entao c{ = 0, ou seja, na célula C; teremos uma reconstrucao

N R : ,
constante por partes; se § # 0 entao ¢] = 2 ou seja, na célula C; teremos uma recons-

trucao linear por partes.

3 Experimentos Numéricos para o DG

Nesta secao apresentamos estudos numéricos comparativos para o método DG, obser-
vando caracteristicas de estabilidade e a influéncia da difusao numérica sobre a solucao
obtida. Vamos fixar nosso estudo para polindmios constantes e lineares. Iremos nos referir
ao Método de Galerkin Descontinuo com Estabilizacao do DG1 baseada no coeficiente
linear ¢}, usando os coeficientes c{)_l, e cé“, como DGSLO. Para facilitar a descrigao de
nossos experimentos, sejam nv o nimero de volumes, 1" o tempo total de simulacao e v o
numero de Courant. Neste conjunto de testes, estudaremos as solucées numéricas obtidas

por esses esquemas na resolucao das seguintes equagoes: de adveccao linear, onde o fluxo
2

é dado por f(u) = au, a € R; de Burgers nao-viscosa, com fluxo dado por f(u) = %; de
2
Buckley-Leverett, com o fluxo dado por f(u) = u—’ w € R. Simulamos um
u? +w(l —u)?
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problema de fronteira livre com a condigao inicial do tipo “pulso” descrita por:

1 se0,1 <ax<0,5,
0 caso contrario.

ug(z,0) = { (15)

Em todos os experimentos empregamos os parametros: nv = 100, v = 0,1, T' = 0,2 e
w = 0,5. Para resolugao do sistemas de EDOQO’s utilizaremos o esquema SSP Runge-
Kutta de 2 estagios. As integracoes numéricas sao feitas com Quadratura Gaussiana com
5 pontos de integragdao. Para o caso do problema de advecgao linear, comparamos as
solugbes obtidas com a solugdo exata, ja para os problemas de Burgers e de Buckley-
Leverett comparamos com uma solucao de referéncia feita com o esquema DGSL0O com
2000 volumes e nimero de Courant v = 0,1. Restringimo-nos a comparar os resultados
gerados pelo método com a solugao de referéncia em cada caso, mas em [5] encontramos
comparagoes de nossa proposta com os ja bem estabelecidos Métodos de Volumes Finitos,
como por exemplo, os métodos de Lax-Friedrichs (LxF), Local Lax-Friedrichs (LLxF),
Nessyahu-Tadmor (NT) e Kurganov-Tadmor (KT). Na Figura 1, verificamos que DG1
oscila nas regioes proximas as descontinuidades, enquanto DGO e DGSL0O nao, porém
DGO é o mais difusivo dentre os que nao oscilam. Na Figura 2, comparamos a solugao de
referéncia com DGO e DGSLO para as equagoes de Burgers nao-viscosa e Buckley-Leverett,
ambas com fluxos nao-lineares. Constatamos que DGSLO é menos difusivos que DGO nos
dois casos, assim como no caso linear.
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Figura 1: Comparagao entre as solugoes numéricas DGO, DG1 e DGSLO (a esquerda) e DGO e
DGSLO (a direita) com a solucao exata do problema de advecgao linear, com nv = 100 e v = 0, 1.
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Figura 2: Comparagéo entre as solugoes numéricas DGO e DGSLO0, & esquerda para a equagao de
Burgers nao-viscosa e a direita para a equacao de Buckley-Leverett, com suas respectivas solugoes
de referéncia, nv = 100 e v = 0, 1.
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4 Conclusoes

No estudo desta classe de métodos, aprendemos que uma de suas grandes vantagens é a
flexibilidade na escolha do grau dos polindmios da base, assim como o niimero de estagios
de integracao no tempo. E é justamente a liberdade de escolha dos graus dos polinomios
da base um dos grandes atrativos dos métodos da classe DG. Os métodos DG de alta
ordem baseados em estratégias de estabilizagao via limitadores de inclinacao, juntamente
com a escolha dos polinémios ortogonais de Legendre e o esquema SSP-RK de 2 estagios,
conduziram a resultados estaveis, nao introduzindo novos extremos locais, como exibimos
em nossos experimentos.
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