Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Trabalho apresentado no CNMAC, Gramado - RS, 2016.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Fluxo de 4gua horizontal em meios porosos insaturados
usando o método da integral fracionaria e passo de tempo
adaptativo

Amauri A. Freitas!

PPGI, CCMN/NCE, UFRJ, Rio de Janeiro, RJ
Marcello G. Teixeira?

Instituto de Matemaética, UFRJ, Rio de Janeiro, RJ
Daniel G. A. Vigo?

Instituto de Matemaética, UFRJ, Rio de Janeiro, RJ
Carlos A. B. Vasconcellos?

Instituto Militar de Engenharia, IME, Rio de Janeiro, RJ

Resumo. No subsolo ocorrem intiimeros fendmenos fisicos, como a recarga de aquiferos que
servem como um reservatério de dgua e nutrientes para os ecossistemas terrestres. Prever
o fluxo de dgua horizontal em meios insaturados tem sido um desafio para muitos ramos
da ciéncia e da engenharia. A equacao de governo associada a este fenomeno resulta de
uma combinagao da lei de Darcy e o principio de conservacao da massa, que assumindo
algumas simplificacoes, resulta em uma equagao diferencial parcial nao-linear conhecido
como Equagdo de Richards. Neste estudo, adotou-se a formulagdo da Equagdo de Richards
baseada no teor de umidade. Geralmente, as solugoes numéricas da equagao representam
corretamente o fluxo vertical, no entanto, o fluxo horizontal é negligenciado. Este artigo
propoe um esquema numérico alternativo usando a integragao fraciondria com passo de
tempo adaptativo e o método de diferengas finitas para a discretizacao espacial, combinado
com iteracoes de Picard para a solucao das equacgoes nao-lineares correspondentes. Um
c6digo computacional de aplicacdo do sistema proposto foi desenvolvido utilizando a lin-
guagem de programacao Scilab. O cédigo computacional foi validado por comparagao com
uma solugao semi-analitica de Philip. Foram realizadas simulagoes numéricas da difusao
anomala em um tijolo de silicio branco. Os resultados apresentam uma boa concordancia
com os dados experimentais disponiveis.
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1 Introducao

A Equacao de Richards é o modelo mais utilizado para prever o fenémeno do fluxo de
agua em meios porosos isotrépicos e homogéneos. Ela é baseada no balango de massa e
no fluxo dada pela lei de Darcy [1].Existem diversas solu¢oes numeéricas e analiticas para
esta equacao em sua forma unidimensional tanto horizontal quanto vertical.

Philip [8] prop6s uma solucao cléssica para esta equagdo, apresentando uma solugao
analitica em série de poténcias, amplamente utilizada nos meios computacionais. Ela
garante bons resultados com uma pequena margem de erro usando um truncamento. Ni-
elsen [6], Ferguson e Gardner [4], Pachepsky [7], El Abd [3] e outros, mostraram que para
diversos meios porosos os resultados experimentais sdo consideravelmente diferentes da
solugao classica, particularmente para grandes tempos de infiltracdo. Recentemente, Ge-
rolymatou [5] mostrou que o mesmo fenoémeno de difusao anémala ocorre em materiais de
construcao, tais como tijolos de silicio branco.

Modelos baseados em calculo fracionario tém mostrado bons resultados para proble-
mas com difusividade anomala. Esses consideram que toda a infiltracdo ocorrida na
simulagao influéncia em tempos posteriores. Pachepsky [7] apresentou um modelo ge-
neralizado usando derivada fraciondria, obtendo bons resultados em diferentes tipos de
solos, porém nao demonstrou em seu trabalho. Gerolymatou [5] contestou a validade ma-
tematica do modelo de Pachepsky, propondo uma abordagem baseada em célculo integral
fracionario que chamou de modelo de difusao fracionaria. No entanto, para simulagoes
muito longas, ambos os modelos ainda sao lentos e podem levar alguns dias para simular
a infiltracdo em alguns tipos de meios porosos.

Neste trabalho apresenta-se um esquema numérico alternativo para a simulagao de
difusdo anémala, inspirado no modelo de Gerolymatou [5], chamado aqui de Equagao de
Richards Integral Fraciondria Modificada (ERIFM), que considera o uso de um esquema
com passo de tempo adaptativo, garantindo resultados precisos, com baixo custo compu-
tacional e rapida convergéncia.

Dois exemplos de aplicagao do ERIFM sao apresentados, ambos considerando como
meio poroso o tijolo de silicio branco de El Abd [3], que apresenta o fenémeno de difusao
anomala. No primeiro, é feita uma comparagao entre o esquema de Gerolymatou [5], aqui
chamado Equacao de Richards Integral Fracionédria (ERIF) e o esquema ERIFM, usando
a mesma expressao para difusividade usado por [5]. No segundo é considerada a expressao
para a difusividade dada por Sun [9] e é apresentada uma nova comparagao entre ERIFM
e modelo ERIF.

2 Equacao de Richards

O fenomeno fisico em discussao é o movimento da dgua na diregao horizontal em um
meio poroso homogéneo, negligenciando o efeito da gravidade [5]. Neste caso, a equagao de
governo é a equacao diferencial parcial classica conhecida como Equagao de Richards, que
descreve o fenomeno considerando o conteido volumétrico de dgua 0(x,t) como varidvel
dependente do tempo t e a distancia da frente de molhamento x. Assumindo que a
porosidade do meio é constante e nao se deforma no processo e que a transferéncia de
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massa entre as fases gasosa e aquosa € negligenciada, a equacao de equilibrio de massa é

dada por

00 0 00

—=—(DO)— 1

ot Ox < ( )Bac)’ (1)
onde O(z,t) é definido no semi-eixo nao negativo z > 0, t > 0 e D é a difusividade (2),
dada em funcao do teor volumétrico de dgua no meio

Do) = K(0)%. (2

sendo K (0) a condutividade hidraulica do solo nao saturado e 1) a carga devido a pressao.
A equagao (1) é conhecida como a Equagao de Richards com base no teor de umidade

na direcao horizontal e é frequentemente utilizada para descrever o processo de infiltracao.
A condicao inicial e as condigoes de contorno empregadas sdo, respectivamente,

0(x,0) = {Hi, sex=0 (3)

fp, sex >0
e
0(0,t) =0; para t>0, x=0, (4)
O(z,t) <oco para t>0, z— oo, (5)

onde 6y e 0; sdo constantes.

3 Solucao numérica usando integral fracionaria modificada

O esquema ERIFM desenvolvido neste trabalho é baseado no trabalho de Gerolyma-
tou [5], porém modificado para permitir o uso de uma malha temporal nao igualmente
espacada. Esta caracteristica permite uma grande redugao no tempo computacional gasto
na aproximacao da solugao, especialmente em longas simulagoes.

Neste modelo a equagao classica de Richards (1) é reescrita na forma integral, porém
substituindo a integral cldssica por uma integral fracionaria de ordem ~

o(t,z) = 0(0,z) + P(lv)/o (t— u)“ai <D7(0)gz> du, (6)

onde 6(0,z) é a condicao inicial, 0 < v < 1 é a ordem da integral fracionada, D () é a
difusividade fracionéria dependente de 0(¢,z) e I' é a funcao Gama.

Considerando uma malha ndo necessariamente equidistante no tempo, com os nés
tj(j =0,1,...,n+1) e hj =t; —tj_1, a solugdo numérica da equagio (6) é dada por

1 n
Ont1(z) = Oo(x) + () Zaj,nHF(tj,x, 0;(7)) + ant1,n+1F (tnt1, 2, 0n41(2)) |, (7)
=0
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onde a fungao F(t,x,0) representa a discretizacdo em diferengas finitas da parte espa-
cial da equagdo (1). Para se considerar uma malha ndo igualmente espacada no tempo,
determinou-se as expressoes para os pesos a considerando o tamanho do espagamento
como t, — t,—1 em cada passo de tempo ao invés de h como no trabalho de referéncia [5],
obtendo-se as expressoes:

1 (tnpr —t1)" = (b1 — t0) " [(tng1 — £1) — Yha]
ap,.n+1 E { 'Y('Y n 1) } ) (8)
_ (hn 1)’Y
an+1n+l = 7(7:_ 1)7 (9)

eparaj=1,2,---.n

: { (tns1 — 1) = (tnr — ) [(tng1 — tj41) — Yhya] } +

fomtl hjt1 (v +1)
L { (tns1 — 1) = (tar — ) [(tn1 — tj—1) +yhy] } (10)
hj Y(y+1)

No primeiro passo utiliza-se como aproximacao inicial a prépria condigao inicial do
problema, sendo 6; = 1 e 6y = 0; em todos 0s outros passos usa-se como aproximacao
inicial a solucao obtida no passo anterior.

Para a soluc@o do sistema nao-linear utiliza-se a técnica de Picard [8]. Neste trabalho
considerou-se uma tolerancia de e < 0,0001.

Os passos de tempo utilizados no método adaptativo no inicio da simulagao é de 30 s,
sendo acrescido seu valor em 5 s, sempre que o nimero de iteragoes para cada solucao for
menor que 5, chegando a usar um passos de tempo de tamanho 2000 s no fim da simulacao.

4 Resultados e discussoes

A fim de determinar o valor apropriado de v para cada meio poroso foi efetuada, uma
regressao linear para diferentes dados experimentais que consistem no tempo de infiltragao
t e a respectiva distancia da frente de molhamento  no mesmo meio poroso.

Usou-se a constante de Boltzmann reescrita na forma da equagao reduzida da reta
como indicado por Pachepsky [7]:

€T od Y
fzt—%ﬁx:{xm @ln(z):ln(é)—f—gln(t). (11)

Nas subsecoes seguintes sao apresentados os resultados numéricos obtidos ao se utilizar
os algoritmos ERIF e ERIFM (7). Para a difusividade fracionéria D., sao utilizadas as ex-
pressoes (12) e (13). Os resultados numéricos sao comparados com os dados experimentais
do tijolo de silicio branco de El Abd [3].

Em todas as simulactes é considerado um tijolo submetido a molhamento na hori-
zontal, a gravidade foi negligenciada, as paredes superiores e inferiores foram isoladas, o
canto esquerdo foi submetido a molhagem e o canto direito estava livre. O hardware utili-

zado possui processador AMD FX-6100, 8GB de memoria ram, o software para simulagao
utilizado foi o SCILAB 5.4.1.
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++++ Result. Experimentais
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Figura 1: Solugoes da equagao (6) para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 797704 s, 170430 s
e a difusividade D, (0) dada pela equacao (12).

4.1 Caso 1

Neste primeiro caso, considera-se um tijolo de silicio branco que apresenta um fenémeno
de difusao anomala [3]. A expressdo usada para a difusividade fracionaria é dada por

Gerolymatou [5]
O\ [1-A 0 0
D, (0) = Cy (1 — A93> [ 1 log (1 — A95> + 95] ) (12)

onde Cp = 5 x 107* (ver referéncia [3] citado por Gerolymatou [5]), A = 0,97, 5 = 1
e v = 0,86 , este ultimo obtido por regressao linear a partir dos dados de infiltracao do
tijolo.

Na Figura 1, mostra-se a solu¢ao numérica usando ERIFM para cinco tempos diferentes
de simulacao, juntamente com os resultados correspondentes da solucao classica e os dados
experimentais de El Abd [3]. E possivel observar bons resultados numéricos nos tempos
de infiltracao iniciais.

BN

4.2 Caso 2

Neste segundo caso considera-se o mesmo tijolo de silicio branco [3]. Apresenta-se aqui
as solugoes classica, modificada ERIFM e os dados experimentais, utilizando a expressao
para a difusividade fracionaria dada em Sun [9]

D.(6) = Cy x 0" (13)

com Cyp =0,93, n =8,2 ey = 0,86, sendo os valores de Cy e n ajustados considerando
os dois resultados experimentais iniciais de 450 s e 5370 s e v obtido por regressao linear
para os dados experimentais do tijolo.

A Figura 2 mostra a solugao numérica usando ERIFM para cinco tempos diferentes
de simulacao e compara com a solugao cléssica e os dados experimentais de El Abd [3].
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Figura 2: Solugoes da equagao (6) para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s, 170430 s
e D, (6) da equacao (13).

4.3 Analise Numérica de Erros

Nesta subsecao apresenta-se uma andlise de convergéncia e a raiz do quadrado das
médias dos erros (RMSE) das simulagoes em comparagdo com os dados experimentais
do tijolo de silicio branco de El Abd [3]. A Tabela 1 mostra os resultados de tempo de
convergéncia e RMSE para os tempos de infiltragao 450s, 5370s e 24210s usando os dois
modelos numéricos ERIFM e ERIF, e usando a difusividade (13) dada por Sun [9] e a
difusividade (12) dada por Gerolymatou [5].

Tempos de execugao (s) RMSE (mm)
Métodos \Tempos | 450s | 5370s | 24210s | 450s | 5370s | 24210s
ERIFM Dif. (13) 0,936 6,701 26,307 [ 0,030 0,034 0,036
ERIFM Dif. (12) | 24,264 169,715 608,654 | 0,031 0,027 0,076
ERIF Dif. (13) 2,715 158,521  3393,248 | 0,033 0,048 0,058
ERIF Dif. (12) 39,768 2515876  49458,009 | 0,025 0,023 0,062

Tabela 1: Resultados de tempo de convergéncia e RMSE para os tempos 450 s, 5370 s e
24210 s.

E notério na Tabela 1 que o tempo de convergéncia é menor em todos os casos em que
foi utilizado o esquema modificado ERIFM com o passo do tempo adaptativo.

5 Conclusoes

A principal contribuicdo desse trabalho consiste no desenvolvimento de uma técnica
numérica que considera o passo de tempo adaptativo na solucao do problema de infiltracao
horizontal com difusividade anémala.

O método aplicado ERIFM apresentou resultados acurados em tempos longos de si-
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mulagao, com baixo custo computacional, onde os resultados cldssicos tém erros mais
elevados.

Com o algoritmo modificado ERIFM foi possivel reduzir o tempo de processamento
a um tempo total de 1,96 x 10%s ou 3,27 min, enquanto que o Algoritmo ERIF de Ge-
rolymatou [5], com passos de tempo constantes e iguais a 30 s, consumiu mais do que
60 h.

A técnica do passo de tempo adaptativo é capaz de acelerar o processo de simulacao
da infiltracao horizontal. Comparado com o método ERIF de Gerolymatou [5], o método
ERIFM chega a ser até 900% mais réapido, mostrando solugoes numéricas em menos de 4
minutos para um mesmo problema onde o ERIF chegou a consumir um tempo computa-
cional de aproximadamente dois dias e meio.
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