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Resumo. Nosso objetivo é propor um novo algoritmo para o cdlculo de inversas de matrizes
simétricas e positivas definidas (SPD) em bloco. Em [1], os autores propdem um algoritmo
baseado no processo de Gram-Schmidt, utilizando um produto interno induzido por uma
matriz SPD, para ser usado como precondicionador para o Método de Gradientes Conju-
gados. Aqui propomos uma generalizagdo desse processo para matrizes SPD em bloco, que
também sera utilizado, posteriormente, como precondicionador.
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1 Introducao

Durante todo o texto, as matrizes sdo reais. Dada uma matriz quadrada A € R™*™ |
o 1, j-ésimo bloco de A sera denotado por Aj; ;. Analogamente, dada uma matriz bloco
coluna b, o i-ésimo bloco de b serd denotado por by;.

E natural ainda definir o vetor bloco
ey :=[00...1,...0],

onde o i-ésimo bloco é a identidade.

Definicao 1.1. Dados a matriz A € R™" e os vetores blocos u, m X n, e v, m X n,
dizemos que u e v, com u # v, sio A conjugados se ul Av =0 (matriz nula de ordem n).

Esta relacdo pode ser escrita como ul Av = 8., P, onde 8y € a funcdo delta de Kronecker
e P e R™*",

Denote por a%’] a i-ésima linha bloco de A. No que se segue, A é uma matriz SPD.
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2 Regras Gerais

A matriz Ay, xy, € uma matriz em blocos e cada bloco Ay jj é n X n, onde m =n X k,

k € N. Se conseguirmos obter uma colecao {z[i]}, i = 1,...,k, de vetores blocos A
conjugados, onde cada vetor bloco zj; € uma matriz m X n, podemos formar a matriz Z,
m X m:

Z = [Z[l] 2[2} ces Z[kﬂ,

de modo que
ZTAZ = D,

onde D é uma matriz m X m diagonal por blocos.
Se A e Z forem nao singulares, segue que D é nao singular e obteremos

Al =zDp 177,

O algoritmo a seguir constréi as matrizes Z e D.

Algoritmo 1 - Método da Inversa
1: Z[(i(]]) = e[i],l <i<k
2: for i=1,...,k do
3: forj=i,...,kdo

4:
pl-1) . { (g "= Y i
J I A 1=
[4]”[4]
5. end for
6: if i =k then
7 va para 13
8: end if
9 for j=i+1,...,kdo
10:

(@ ._ =1 (i-1) p(i—1)y—1 p(i—1)
B~ B TE

11:  end for

12: end for

13: 2 i= z[(z.i]_l) and P, := Pi(i_l), 1<i<k

Pl On><n s On><n
Onxn P2 o 0n><n
14: return  Z = [zp] 2jg .. 2}, and D = . . .
On><n On><n ce Pk

Lema 2.1. Se A € R™*" ¢ SPD, entdo A é nao singular.

Demonstragao. Veja [4], Fact 3.24. O
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Lema 2.2. Se A € R™"™ ¢ SPD, entdo todas as submatrizes lideres principais ¢ o com-
plemento de Schur sdo matrizes SPD.

Demonstragao. Veja [4], Fact 3.27. O

Teorema 2.1. O Algoritmo 1 produz uma matriz D nao singular e uma matriz Z trian-
gular superior (por blocos), cujas entradas diagonais sao a identidade e cujas colunas sao
A conjugadas.

Demonstracao. A prova seguird por inducgdo: mostraremos que a matriz Z é triangular
com entradas diagonais iguais & identidade fazendo a inducéo sobre as colunas de Z, ou
seja, mostraremos que zj; s6 tem preenchimento néo nulo até o i-ésimo bloco, o qual ¢
a identidade, com indugao em i. Juntamente com essa inducao, chegaremos a conclusao
de que as colunas z|; de Z sao A conjugadas. Finalmente, demonstraremos que cada P;
gerado é nao singular.

ETAPA 1 - Primeiro caso.
A primeira coluna z[;) de Z nada mais é que

=
0
Portanto, 2 s6 tem preenchimento nao nulo até o primeiro bloco, o qual é a identidade.

Agora, pelos Lemas 2.1 e 2.2, P, = Ap; q) € ndo singular. Segue ainda que z;; A conjuga
com ele mesmo.

ETAPA 2
J4 provamos que vale o primeiro passo da indugao. Provaremos agora que os (I — 1)-ésimos
primeiros passos implicam no [-ésimo passo. Mas o que dizem os (I — 1)-ésimos primeiros
passos? Sao trés informagoes:

e Se 2| € {zm, e 72’[171]}7 entao 2] s6 tem preenchimento nao nulo até o i-ésimo
bloco, o qual é a identidade;

® {z1],.--,2-1]} sdo A conjugados;
e P, ..., P_1 s2o nao singulares.
Nosso intuito é concluir que:
® z[; 86 tem preenchimento nao nulo até o I-ésimo bloco, o qual ¢ a identidade;
 z, A conjuga com 2 € {21, - - -, 2—1)};

e P é nao singular.
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ETAPA 3 - zjj s6 tem preenchimento nao nulo até o [-ésimo bloco, o qual ¢ a identi-
dade.

Podemos escrever, no [-ésimo passo do algoritmo:

-1 -2 — -2
A= Z[(l] )= Z[(z] = Z[lfl}Pl—lle( )

Por sua vez,
Z[(zl]_2) = Z[(zl]_3) - Z[l—Q}Pl:lzPl(l_g)a
e, portanto,
o =2y D = 2 APV — oy PP
Aplicando este mesmo raciocinio, concluimos que:

0 — 0 — 1 — -3 — -2
=z P B e Py B~ g PR = g PR

Agora, z[(l?) s0 tem preenchimento nao nulo no /-ésimo bloco, que é a identidade. Por outro
lado, os (I — 1) passos anteriores implicam que 2[; s6 tem preenchimento nao nulo até o
i-ésimo bloco, para:t=1,...,1 — 1.

Segue que 2z = z(ll}_l) nao tem preenchimento depois do [-ésimo bloco e é igual a identi-
dade no [-ésimo bioco.

ETAPA 4 -z, A conjuga com zj;) € {21}, -+, 2p—1)}-

Seja z(;) € {211), 22> - - - » 21—1) }- Entao,
— _ 1—
Az = Ay Y — g PR )
= Z’[I;]AZ[(llfQ) — Z[I;]AZ[Z_I]H:llf)l(lim.

Agora, se i =1 — 1, entao z[Ti]Az[l_l] = P,_1 e portanto,

T _ T 4 (1=2) (1=2) _
Z[Z»]AZ[[] = Z[’L]Az[l] - Pl = 0

Por outro lado, se i # 1 — 1, entao z[Ti]Az[l_l] =0e
_ (1-2)
Z[{]Az[l] = ZE‘Q]AZ[Z]

-3 — -3
= Ay Y — zg PR )

=3 - -3
= zE‘f]Az[(l] )—z[jiiAz[l_Q]PlfQPl( ),

Novamente, se i = [ — 2, entdo z1, Azy_o) = Pj_o e, assim
[i]“*~1l—2]

T _ T 4,3 (1-3) _
Se, por outro lado, ¢ # | — 2, z%Az[l,m =0 e teremos:

T — T 4,03
Z[Z]AZ[” = Z[’L]AZ[[] .
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Repetindo este mesmo argumento quantas vezes for necessério, chegaremos no tultimo caso
possivel, ou seja:
T _ T 4.0 0 _
Z[i]AZ[l] = ZmAZ[l] — 'Pl =0.
ETAPA 5 - P, é nao singular.
Seja By o (I-n) x (I -n) bloco lider principal de A. Entao, B; é nao singular pelo Lema
2.1.
Se zp € {z[l], 225+ Z[l]} entao, pela etapa 3, z|; tem o i-ésimo bloco igual a identidade
e sO possui blocos nao nulos antes do i-ésimo bloco, inclusive este. Logo,

T
Z[”A
anula a[j;.] para j > .
Reciprocamente,
AZ[I]
anula a coluna af; de A para j > .
Portanto, zﬁAz[l] é equivalente a:
T 1 ~
Z[l] BZZ[Z],
onde Z|jj € a restrigao de zp aos [ primeiros blocos.
Pela etapa 4 e pelos (I — 1) passos anteriores, z; A conjuga com z;) € {zm, ey 2[171}} e
{21 -+ -5 21—1)} sdo A conjugados. Como Z = [211) 2] -+ Zy) € ndo singular e B; também

é nao singular. Segue que

P 0 ... 0
s b 0 P ... 0
14 = = . . . .

0O 0 ... P

tem posto completo. Entao P, é nao singular.
O

Corolério 2.1. Sejam B; o bloco lider principal (i-n) x (i-n) de A e A; = det(B;). Vale

A;
a relagao det(P;) = yonde Ag=1,i=1,...,k.
Ai
Demonstragio. A relacao ZT BiZ = D nos diz que det(B;) = det(D) = det(Py)-. . .-det(P),

- A
pois det(Z) = 1. Assim, det(P;) = det(B;) = =1

Ag
Agora, se det(Py) = 7k, entao
Ay
A1 A A
Ajp1 = det(Bpy1) = det(Py) -det(Ppy1) = — - =2+ ...« ——% det(Pyr1) = Ag det(Peyr).
Ao Ay AV
Portanto, o resultado segue imediatamente. O
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No artigo [1] é provado que, se implantarmos uma estrutura arbitraria de zeros na
parte estritamente superior de Z ou eliminarmos os termos que tenham uma magnitude
menor que um parametro previamente estabelecido, o Algoritmo 1 (bloco escalar) nao
quebrard (isto é, P; # 0). Para tanto é suficiente que A seja uma matriz H 4. Lembramos
que qualquer matriz diagonalmente dominante é uma matriz H.

Considere a matriz

2,00 0,40 0,10 0,00
0,40 1,08 2,00 0,00
0,10 2,00 3,96 0,00’
0,00 0,00 0,00 1,00

e uma tolerancia para exclusao de Tol = 0,06 para as entradas da parte estritamente
superior de Z. Aplicando o Algoritmo 1 para o caso onde o bloco tem ordem um (que
coincide com o algoritmo proposto por [1]), hd uma quebra em P3, produzindo:

2,00 0,00 0,00 0,00
0,00 1,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 NaN

D=

Considere novamente a matriz A com uma tolerancia para exclusao de Tol = 0,06
para as entradas da parte estritamente superior de Z. Vamos aplicar o Algoritmo 1 para
o caso onde os blocos tenham ordem 2, ou seja, vamos repartir a matriz A em

A:<ﬁm &m)
Ay Apa)/’

A (200 040\ (0,10 0,00) , (0,10 2,00
L= \0,40 1,08) 12~ \200 0,00) "1~ 0,00 0,00

A _ (396 0,00
¢ 2227 0,00 1,00/

Neste caso, as matrizes produzidas pelo Algoritmo 1 s&o:

onde

2,0000 0,4000 0,0000 0,0000
0,4000 1,0800 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0346 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

4 , . rt ~ , .
A é uma matriz H se A = G;; é uma matriz M, onde

Gij :={ ~lais| HA].’

QAiq i:j.
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1,0000 0,0000 0,0346 0,0000
0,0000 1,0000 —1,9800 0,0000
0,0000 0,0000 1,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

7 =

Repare que neste caso nao houve quebra. Essa diferenca é justificada pelo Corolario
2.1, pois quanto maior for a ordem do bloco, menor é a quantidade de menores principais
nao nulos que sao necessarios para que o algoritmo funcione.

3 Conclusoes

O método proposto estende o resultado apresentado em [1] para matrizes SPD com
uma estrutura em blocos. A familia de matrizes para a qual o Algoritmo 1 ndo quebra é
maior do que a familia de matrizes para a qual o algoritmo proposto em [1] funciona.
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