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Resumo. Neste trabalho apresentamos a existéncia, unicidade e solugao numérica de um
sistema termoeldstico com n&o linearidade local e global. A solu¢do numérica é obtida
via método dos elementos finitos na variavel espacial e diferencas finitas na temporal. O
sistema nao linear resultante é resolvido via método de Newton. Experimentos numéricos,
para o caso unidimensional, sao apresentados em ordem de estimar a taxa de convergéncia
da solugao numérica.
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1 Introducao
Sejam u e 0, respectivamente, o deslocamento e temperatura, solucao do sistema
u’(z,t) — a(t) Au(z, t) + (a- V)0(z,t) + Mu(x, t)| u(z,t)

o (x,1) - ,3(/99(95,75)61:5) AG(, ) + (a- V) (2, ) + (6

)

=0
x,t)) =0, (1)

com (x,t) € 2x]0,T| e condigoes iniciais e de fronteira

u(z,0) = ug(z), u(x,0)=ui(z), 6(x,0)=~60y(z) em Q,
u(z,t) =0 sobre Tyx]0,T[, 6(xz,t)=0 sobre I'x]0,T], 2)
ou
a(aj,t) +n(z)u/(z,t) =0 sobre T'1x]0,T],
em que () é um conjunto aberto limitado do R™ com fronteira suave I' e T' > 0 um nimero
real arbitrdrio. Suponha I' = 'y [T, satisfazendo I'o(\I'; = @. O vetor normal unitario
exterior a I' é dado por v, a é um vetor constante do R™, XA e p sdo constantes reais
positivas e «, 3, v e 1 sdo fungdes reais.

O sistema (1)-(2) modela pequenas vibragoes verticais de uma membrana eldstica aco-
plada com uma equacao do calor e sujeita a condigoes de fronteira lineares mistas. O termo
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com a nao linearidade nao-local, 3 ( / 0(x, t)dar) Af(z,t), representa o fluxo de calor, ver
Q
em [1].

Modelos relacionados com este sistema de equacoes tém sido estudados por varios
autores, entre eles podemos citar [2-4]. Em [2], as condicoes de fronteiras sao andlogas,
porém o sistema é linear. J4 em [3], além das mesmas nao linearidades, o sistema é sujeito
a uma condicao de acustica nao linear sobre parte da fronteira. Em ambos os trabalhos os
autores investigaram a existéncia e unicidade das solugoes e o comportamento assintético
da energia. Em [4], além da existéncia e unicidade, é apresentada a solu¢do numérica para
um modelo termoelastico linear com fronteira mével.

O objetivo deste trabalho é apresentar um método numérico baseado no método dos
elementos finitos no espago e método das diferencas finitas no tempo e verificar a eficiéncia
do mesmo, analisando a ordem de convergéncia, a estimativa de erro, o decaimento as-
sintético e os graficos comprovando os resultados tedricos conhecidos.

2 Resultados Analiticos

Com o objetivo de apresentar os resultados tedricos do sistema enunciamos a seguir o
teorema de existéncia e unicidade de solucao, cuja demonstracao pode ser encontrada em
[5]. Os resultados tedricos sao fundamentais para o desenvolvimento do método numérico.

Considere as seguintes hipoteses:

(o€ CY([0,00);R) com o € L'(0,00) N L¥(0,00) e at) > ag > 0;
BeWLR(R) e B(t)>fo>0; veWH™(R) e 7(0) =0;

1
O0<p<oo se n=1, §§p<oo se n=2 ou

1
—<p<

- — sen >3 neWh®(Ty) e n(z) >mny > 0.

Definindo V' = {v € HY(Q);7(v) = 0sobre Iy} e HA(R) = {v € HY(Q);Av €
L?()}, o teorema de existéncia e unicidade é dado por:

Teorema 2.1. Sob as hipdteses (3), ug € VN HA(Q), uy € V, 6y € HY(Q) N H2(Q) e

ou
=0y nuy = 0 em Ty, existe um dnico par de fungoes {u,0}, para T > 0 arbitrdrio,

v
solugao de (1) - (2), satisfazendo

u € L®(0,T;V N HAR)), o € L>®0,T;V)N L*0,T; L*(T1)),
u” € L®(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; L*(T'y)), (4)
0 € L(0,T; Hy(2) N H*()), ¢ € L>(0,T; Hy()),
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e as equagoes (1) e (2) sao verificadas no sequinte sentido

T T
/ / "¢+ aVu - Vo + MulPug + (a- V)0¢|dxdt + / / anu ¢dzdt = 0,
0o Jo 0o Jr,

[ e () s 1o i s =0

para todo ¢ € L*(0,T;V) e ¢ € L*(0,T; HE(Q)).

()

3 Solucao Aproximada

A partir dos resultados tedricos vamos desenvolver um método para obter a solugao
numérica.

3.1 Meétodo de Galerkin e sistema aproximado

Para cada m, sejam V,,, = [v1,..., 0] € Wy, = w1, ..., wy], onde (v;);en é uma base
Hilbertiana de V' N HA () e (w;)ien é base de autovetores do operador de Laplace em
H&(Q) Desta forma, o problema aproximado consiste em determinar U ¢ [0, T[—= Vin,

m

O, : [0, T[— Wy, representados por u,,(t) = Zci vi e O, Zd Jw;, tais que
i=1

(u ) + a( ) [(Vum, V’U) + (n(x)u;nﬂ U)]H] + ((a : V)Hm,v) + )‘(|um’ﬁ U, U) = 07
)+ 5 [ 0) (90,0 F0) + (- D)t 0) + (2(61,). ) = 0.

(6)
Yo € Vi, Yw € Wy, com 4 (0) = uom, u,(0) = utm e 0,,(0) = Oom. A existéncia
das sequéncias (ugm)meN € (U1m)men satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade onm +
Nu1m = 0 sobre I'; pode ser verifica seguindo as ideias contidas em [6].
Substituindo (um(t),0m(t)) em (6) e considerando v = vj, w = w; para j =1,--- ,m,
obtemos
Al (t) + aft )Kc( )+ a(t)Ed(t) + BTd(t) + R(c(t) =0,
Ad'(t) + B(Z di(t / w;ﬁx)?d(t) + ETC/(t) + S(d(t)) =0, (7)
onde as matrizes sao definidas por
Ai j = (vis vj), ij= Vv, Vus), Bij=((a-V)wi,vj), E (i, vj)r,
A; i, = (wl,wj) = (Vw;, Vwj), B'j =((a- V)vi,wj), (8)
m P m m
Rj(c(t)) = A ( ch(t)vk cz(t)vz,v]> , S;(d(t)) = ( (Z ) )
k=1 R =1 k=1
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O sistema (7) é um sistema nao linear de equagoes diferenciais ordinérias de segunda
ordem acoplado. Para o calculo dos termos em (8), utilizamos o método dos elementos
finitos considerando como base para os espacos V,,, e W,,, polinémios lineares por partes.

3.2 Meétodo das diferencgas finitas

Como a solugao analitica do sistema nao linear nao é conhecida, vamos introduzir
um método numeérico utilizando diferengas finitas para obtermos uma solucao discreta no
tempo.

Seja 0 = t; <ty < --- < ty = T uma discretizacao uniforme do intervalo de tempo
[0,T]. Vamos desenvolver um método numeérico baseado no #-método para o sistema (7).
Considere a primeira equagao nos tempos t,4+1 € t,—1 € a segunda equagao nos tempos
tp+1 € ty. Calculando a média, obtemos
C/anrl + c//nfl an+1cn+1 4 anflcnfl an+1c/n+1 + anflcmfl

A—+ K E
2 + 2 + 2 +

n+1 m—1 n+1 n—1
+BTd —;d +R(c )—;—R(c ):0’

Zd/nJrl +d/n N Fﬁ(dnJrl)dnJrl +ﬁ(dn)dn N FT c/n+1+cln N S(dn+1)+5<dn) _ 0’
\ 2 2 2 2
(9)

onde ¢" = ¢(t,) e d" = d(t,). Esse procedimento permite uma ordem de convergéncia
quadratica no tempo.

As matrizes do sistema (9) sdo de ordem m x m. Logo, resolver o sistema acoplado
resulta em um sistema nao linear de ordem 2m x 2m.

Buscando diminuir o custo computacional, foram feitas aproximacoes de segunda or-
dem para os termos envolvendo as derivadas, ver [5], resultando no seguinte sistema desa-
coplado no tempo discreto t = t,,:

3an+1 _ anfl
2
(2A+ (ABB(dE) d + (A)S(d™) + 2B " + L =0,

(2A + (At)?2a" MK + (At) E) L4 (AD2R(TY) + LY =0,

(10)

em que os vetores L7 e L% sido formados pelos termos que nao dependem de ¢**1 e d"1.

Sendo o sistema (10) ndo linear, determinamos as solugdes (c"*1,d"*1), para n =
1,2,---,N — 1, aplicado o Método de Newton. As solucdes no tempo inicial, (¢!, d'), sdo
obtidas pelas condigoes iniciais.

3.3 Sistema nao linear

Encontrar a solucio do sistema (10) implica encontrar X = ¢! e Y = d"** tais que
F(X)=0eG(Y)=0, onde
SanJrl o anfl

F(X) = [24 + (At)?a" K + (At) 5

E| X + (At)’R(X) + LY,

G(Y) = 24+ (A)B(Y)K] Y + (A)S(Y) + 2B' X + L.
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Para cada n fixo, seja X; = C™ a primeira aproximacao para a solucao de F(X) = 0.
Dai, pela solugao do sistema linear JF(X;) -s; = —F(Xj), j =1, 2, 3,..., encontramos
uma sequéncia de solugoes aproximadas, em que X1 = s; + X; e JF(X;) é a matriz
Jacobiana de F calculada em X;. O critério de parada utilizado foi o max| X 11 — X;| <
1072, Uma vez encontrado X, procedemos de forma andloga para encontrar a raiz de

gy).

4 Simulacao Numérica

Nesta se¢ao apresentamos experimentos numéricos para verificar a eficiéncia do método
numérico e comprovar os resultados tedricos. A implementacao foi realizada no MatLab.

Nos testes realizados, o método se mostrou incondicionalmente estavel. Contudo, para
verificar a ordem de convergéncia, consideraremos discretizagoes idénticas para o espago e
tempo, denotadas por h;. Para cada h;, seja E; o erro da solucao aproximada na norma
de L®°(0,T; L?(f2)). Desta forma, para h; 1 = h;/2, a taxa de convergéncia é dada por
p = (1B |/ Eisall) / In(2), veja [7].

Em nossos experimentos, consideramos o problema unidimensional com T=1, Q =]0, 1],
I'p={0}, T'1 = {1} e demais dados de entrada dados por:

alt)=t+La=1,A=18@u =y +1Ly) =y, n=1
u(x,0) = sen(g—ﬂx), W (2,0) = 3—Wsen(3—ﬂ:ﬁ), 0(x,0) = sen(mx). (11)
4 4n 4
Problema nao homogéneo. Inicialmente, para validar a implementagao, vamos compa-
rar a solugado numérica com a solucao exata. Dado que a solucao exata do problema nao é
conhecida, vamos considerar uma versao nao homogénea de (1)-(2). Fazemos isto introdu-
zindo fungdes suficientemente regulares f(x,t) e g(x,t) no lado direito das equacoes em (1).
Neste caso, veja [7], escolhendo as forcas f e g de forma conveniente, as solu(;6§s exatas
T

4—nt).

Na Tabela 1 apresentamos os erros e taxas de convergéncias, em u” e 8", quando o
parametro p do termo nao linear é igual a 0 e 3. Observe que p = 0 torna a primeira
equagao em (1) linear. Para p =1 ou p = 2 os resultados foram similares ao caso p = 3.
A Tabela 1 mostra que a ordem de convergéncia p da solucdo numérica é quadratica no
tempo e espaco.

3 3
s@o conhecidas e dadas por: u(x,t) = sen(%x) exp(ft), O(x,t) = sen(mz) exp(
n

Tabela 1: Erro e taxa de convergéncia p do problema ndo homogéneo para dois valores de p.
—logyy (Erro(uM)) | —logyo (Erro(6™)) Dok Doh

hi | p=0 p=3 p=20 p=3 p=01]p=31] p=01] p=3
271 | 1.4167 | 1.8091 | 1.7949 | 1.7931
27°% | 2.0215 2.4151 2.3980 2.3967 2.0088 | 2.0129 | 2.0035 | 2.0050
276 | 2.6255 3.0120 3.0004 2.9979 2.0065 | 1.9828 | 2.0009 | 1.9971
277 | 3.2287 3.6196 3.6025 3.5996 2.0037 | 2.0185 | 2.0002 | 1.9989
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Problema homogéneo. Como a solugdo exata nao é conhecida, consideramos como
solucao "exata” a solucao aproximada obtida usando uma malha suficientemente fina.
Nesse experimento foi utilizado h; = 272 que corresponde a 512 elementos. As solucoes
(uh, Gh), para p = 3, podem ser observadas em todos os passos de tempo na Figura 1.

Para considerar a ordem de grandeza dos erros foram considerados os erros relativos.
Na Tabela 2 podemos observar que a ordem de convergéncia p obtida foi quase quadratica.

Tabela 2: Erro relativo e taxa de convergéncia p do problema homogéneo para dois valores de p.
Erro(u”) Erro(0h) Dyh Doh

hi | p=01] p=3 | p=0|p=3| p=0|p=3 ] p=0| p=3
2741 0.0326 | 0.0400 | 0.7636 | 1.0035
275 1 0.0091 | 0.0111 | 0.2343 | 0.2332 | 1.8456 | 1.8544 | 1.7046 | 2.1057
276 1 0.0025 | 0.0030 | 0.0684 | 0.0795 | 1.8603 | 1.8913 | 1.7766 | 1.5529
2771 0.0006 | 0.0007 | 0.0163 | 0.0188 | 1.9636 | 1.9924 | 2.0719 | 2.0764

Decaimento assintético da energia. A energia total associado com a formulagao fraca
) 1 2\
de (1)-(2) é dada por E(t) = 3 {|u’(t)|2 +16(1)|? 4+ a(t)|Vu(t)* + P 2||u(t)||gﬁg(m} )

Resultados tedricos mostram que E(t) — 0 quando ¢t — oo. Calculando a energia no tempo
discreto ¢ = t,, usando integracdo numérica, mostramos na Figura 2, com h; = 279, o
decaimento da energia, representada pela logaritmo na base 10.
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Figura 1: Solucao numérica do problema homogéneo considerando p = 3.
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Figura 2: Decaimento da energia.

5 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos resultados tedricos e numéricos para um sistema de
equacgoes nao lineares do tipo termoeldstico. Analiticamente, condicGes para existéncia
e unicidade foram estabelecidas no Teorema 2.1. Numericamente, um método numérico
foi desenvolvido para a solugao do modelo em estudo. Os exemplos numéricos apresentados
indicam que a ordem de convergéncia é quadratica no espaco e no tempo e que a energia
associada ao modelo decai assintoticamente. Os resultados numéricos para os casos p = 1
e p = 2 foram similares ao caso p = 3.
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