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Resumo. Métodos incrementais tém sido propostos nos tultimos anos para resolver pro-
blemas de grande deformagoes através de sucessivas pequenas deformacoes. Recentemente,
foi proposto um novo método incremental, chamado método das aproximacoes lineares su-
cessivas (ALI), que tem mostrado bons resultados e, por isso, tem sido usado na simulagao
de problemas de grandes deformacoes, tais como a simulacdo da formagdao de domos de
sal. Ao contrario dos métodos anteriores, o ALI como foi originalmente formulado, nao é
considerado um método Lagrangeano. Este trabalho tem como objetivo apresentar uma for-
mulagdo Lagrangeana desse método, chamada de ALI-L, e comparar os resultados numéricos
com aqueles obtidos como o método original.

Palavras-chave. Método ALI, Grandes Deformacoes, Formulacao Lagrangeana, Simulagao
Numérica

1 Introducao

Métodos incrementais tém sido propostos nos ltimos anos para resolver problemas de
grande deformacoes através de sucessivas pequenas deformagoes, como em [1] e [7]. Em [4]
foi proposto um novo método incremental para materiais elasticos, chamado método das
aproximagoes lineares sucessivas (ALI).

Apesar da aparente similaridade entre os métodos incrementais, ao contréario dos ante-
riores, usualmente escritos em uma formulagao Lagrangeana, o ALI usa uma formulagao
que considera o estado atual do corpo como a configuracao de referéncia, resolvendo em

!marcellogt@dcc.ufrj.br
2liu@im.ufrj.br
3rincon@dcc.ufrj.br
4cipolatti@im.ufrj.br

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0334 010334-1 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0334

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

cada passo de carregamento um problema de pequenas deformactes e linearizando as
equacoes constitutivas com relagao a configuracao de referéncia.

Em [5] foi apresentada uma formulagao desse método para problemas de elasticidade
nao-linear. Em [2] foi realizada uma andlise matematica do método para materiais de
Mooney-Rivlin em elasticidade finita. Em [6] o método foi utilizado para a simulagao
do problema de instabilidade na migragao da rocha-sal, considerada como um material
viscoelastico. Ja em [8] foi apresentada uma formulagao termo-viscoeldstica para estudo
da influéncia da temperatura sobre a formacao de domos de sal.

Este trabalho tem como objetivo apresentar a formulacao Lagrangeana do método
ALI, aqui chamada de ALI-L, e comparar os resultados numéricos com aqueles obtidos
com a formulagao original do método.

2 Modelagem Matematica

Esta secao tem como objetivo apresentar, resumidamente, os calculos necessarios para
a linearizacao das equagoOes constitutivas para a definicdo do método ALI-L. Portanto, os
termos de ordem 2 ou superior serao omitidos neste texto e o simbolo ”igual a”é utilizado,
mesmo apds desconsiderar esses termos de ordem superior. Considera-se que em cada passo
de tempo tem-se um carregamento pequeno o suficiente para permitir as linearizagoes e,
além disso, em cada passo de tempo as equagoes constitutivas sao atualizadas em relacao
a uma determinada configuragdo de referéncia, ao contrario do método ALI, que sempre
atualiza a configuracao de referéncia para a ultima configuracao.

Assim, considere inicialmente kg a configuracao de referéncia do corpo B e k¢ a confi-
guracao deformada no tempo presente ¢ (Figura 1). Definimos @ = x(X, t) como a posigao
de um ponto material X € ko(B). O gradiente de deformagao para x, definido entre kg e
K¢, € o gradiente do deslocamento sao definidos por

F(Xat) :vX(X(Xat)); H(Xat) ZVXU(X,t) (1)
Para algum tempo 7, considere a seguinte configuragao de deformacao k,

E=x(X,7):=&(x,7) € ke (B), x = x(X,t) € ke(B).

X e KQ(B)
F(t) F(r)
I+ H(T)
x € ki (B) € € k- (B)
E=x+u

Figura 1: Deformagao e gradiente de deformacao nas configuragoes ko(B) e r(B) segundo

3]
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Considere a configuragdo no tempo 7 com respeito a configuragdo no tempo presente
t definido como &(x, 7). Definimos também, a vetor deslocamento relativo por u(x,7) =

S(mvT) —I= X(XaT) - X(Xa t)‘
Note que, usando (1), obtemos

Vxu(X,7)=F(X,7)— F(X,t) = H(X,T). (2)
De fato, observe que H.(z,t) = Vyu(x,7) e entdo Vxu(z,7) = Vyu(x, 7)Vxxz(t), logo
H(X,7)=H/(X,7)F(t) <= H(X,7) =Vxu(X,7) = F(X,7) — F(X,t)

Denotaremos F(7) = F e F(t) = Fy. Sabemos que F' = Fy + H. Entao o tensor de
deformacao de Cauchy-Green é dado por

B=FFT = (Fy+ H)(Fo+ H)! = [pFf + RHT + HFT + HHT = By + FyHT + HET,

2.1 Calculo do tensor de tensao e linearizagao da equagao constitutiva

Queremos calcular a diferenca entre os tensores 7'(7) — T'(t).

O tensor T'(X,t), dado por uma equagao constitutiva F na configuragao de referéncia
ko e considerando material eldstico, é dado por T'(X,t) = F(F(X,1)).

Fazendo o desenvolvimento de Taylor e usando (2) tem-se:

T(r) =To + OpF (Fo)[F — Fo| = To + Op F (Fo)[H] = Ty + L(Fo)[H]

Por outro lado, o tensor de tensdo é dado por F(F) = —pl + s1B + soB~L.

Mas
Bl = (FFT)~' = <B0 + FyHT +HF0T>71
— (Bo(r+ B RoHT + BO—1HFOT))_1
= By' - By'FoH'B,' — By'HF] B;*
Logo

B'-By'=-B;'FH"By' - By'HE] By!

Note que By = Fy T Fy !, entdao B~' — Byt = —F, "H'B;' — By 'HF; .
Além disso, temos que
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Mas p(7) — po = —Btr(Hy(1)) = —Btr(HF; ') onde usamos a relagao H (1) = Hy()F(t).
Retornado a igualdade (3) temos

T(r) — Ty = Btr(HE; ) + s1(FoHY + HF]) — so(Fy THY By + By 'HF; 1) (4)

Denominando

L(Fy)[H] = ptr(HFy ) + s1(FoH” + HF]') — so(Fy "THY By + By 'HF, ) (5)
e substituindo (5) em (4) obtemos que
T(r) =Ty + L(Fy)[H] (6)

Por sua vez, o tensor de Piola-Kirchhoff é dado por
To(r) = (det F(T))T(T)F(T)—T = det(Fy + H)T(7)(Fo + H)~T
= (det Fy) det (1 + HF; " )T(r)Fy ™ (1+ Fy 'H) -
—  (det Fp) (1 + tr(HFO_1> (Tg + L(FO)[H]) (FO—T - FO_THTFO_T)
Reiterando que os termos de o(2) foram desprezados, obtemos a parte linear dada por
T(r) = (detFo)(Tofy "+ tr(HE YT Fy " — ToFy "HTFy T + L(Fy) [H] ;)

= T.(t) + (det Fp) (tr(HFgl)ToF(;T —ToFy THTE T + L(FO)[H]F(;T)
Definindo
K(Fy, Ty)[H] = (det Fo)(tr(HE; ) ToFy T — ToFy THYFy T + L(Fy)[HIFy ©),  (7)

entao o Tensor de Piola-Kirchhoff é dado por
Tio(7) = T(t) + K (Fo, To ) [H] (8)

2.2 Formulagao forte do problema de valor de contorno

No tempo 7 > t, consideramos o seguinte problema de valores de fronteira na for-
mulagao Lagrangeana com o tempo presente ¢, dada por

((—divxTu(r) = peg(7), emQ,
Tff(’r) Ny = fn(7)7 €em F17
(9)
u(7) - ny = 0, emlIy,
( Tx(T)n, xn, =0 , em Do,

onde T, (7) estd definido em (8)
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3 Exemplo numérico

Para validacao do método sera considerado o exemplo de flexao de um bloco retangular
pela aplicagao apropriada de forcas de superficie. Este problema pode ser descrito pela
seguinte deformagao, como pode ser visto em [3].

r=v2aX+0b 0=cY, z=dZ, para acd=1 (10)

onde (X,Y,Z) sao as coordenadas cartesianas da configuragao inicial e (r,0,z) sdo as
coordenadas cilindricas para a configuracao deformada do corpo. Para esta deformacao,
as componentes fisicas do tensor de deformacgao de Cauchy-Green no estado deformado é

dado por
a’r=? 0 0
Bi; = 0 2 0 (11)
0 0

onde detB = 1 devido a incompressibilidade.

Esta deformagao pertence a uma classe de solugGes universais para corpos elasticos
isotrépicos incompressiveis, como dado em [9], cuja equacao constitutiva pode ser expressa
como

T =—pl+s1B+s9B~!

onde s1 e sy s@o fungoes de (Ip, I1p), o primeiro e o segundo invariantes de B.

Seja Q a regiao da configuragao inicial ko(B) na forma de uma regiao retangular 0 <
X < Xp,0<Y <Y,,0< Z < Zy. Da deformacao dada na equaA§A£o 10, a configuragao
deformada r¢(B) é uma regiao circular Q com rog < r <71,0 <60 < 0,0 < z < zp, onde
ro = Vb, 11 = v/2aXo + b, 0y = Yy, z0 = dZp, sendo 6y o angulo de flexdo.

Para efetuar a flexao de €y para €2 é necessario aplicar tracao de superficie no contorno
0f) da secao circular. Como o tensor de tensdo é diagonal, as tracoes de superficie sao
normais ao contorno de €2. Em termos dos componentes fisicos, as condigoes de contorno
sao dadas por

Trr(10,0) = p(ro) — s1a®rg® — sea™2r3, 0<0 <6,

Trr(rl, 9) = —p(rl) + 31(12’/“;2 =+ SQG_QT‘%, 0<0 <0
(12)

Tyo(r,0) = p(r) — s162r2 — soc™2r72, rog<r<n

Too(r,0p) = —p(r) + 5122 + s9¢72r7 2, rg<r<mr

e, de forma andloga, ha a tragdo normal nas superficies em z = 0 e z = Zy. O objetivo
entao é encontrar a solucao do problema de valor de contorno cuja equacao de equilibrio é

gradp — div(s;B + s:B™1) =0

na segao circular ) satisfazendo as condigoes de contorno dadas em (12). Para isso sera
considerado o caso d = 1, ou seja, nao ha qualquer deformacao na direcao z da espessura
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da secao circular e, assim, o problema torna-se essencialmente bi-dimensional. Dessa
forma, quaisquer constantes a,b,c = a~' e d = 1 constituem uma solucio exata para este
problema de valor de contorno. De fato, no exemplo, a = ¢! e b = ¢~? sio escolhidos.
Neste caso, a solucao exata da pressao é dada por

1 2r? 1)+ 3c%r? n 1 1
=3 [ — S N - _
p L\ 922 2 2 2 c?r?

O exemplo numérico considera os seguintes valores de parametros do material e da
modelagem ( [5]): s; = 1, s = 0.1, § = 30000 para garantir a incompressibilidade,
incremento de tracdo de superficie dado por k = /1800 e 450 passos de carregamento,
dominio 2x3 discretizado por uma malha retangular com 20 elementos Q4 na diregao x
(hy = 0,1) e 30 elementos na dire¢ao y (h, = 0,1).

A Figura 2 apresenta uma comparacao do erro relativo na norma Lo obtido pelos
métodos ALI e ALI-L, ao longo de 450 passos de carregamento.

6

aLT
ALI-L

(L2)

m‘ﬂ’
It
£t s\ w i
§ o I

Figura 2: Comparagao do erro relativo na norma Lo entre os métodos, ao longo de 450
passos de carregamento

A Figura 3 apresenta uma comparacao entre as configuragoes deformadas no passo
N = 300 obtidas pelos métodos ALI e ALI-L e a solugao exata.
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Figura 3: Comparacao entre as solugoes obtidas pelos métodos ALI e ALI-L e a solusolucio exata
no passo de carregamento N = 300
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4 Conclusoes

Os resultados numéricosa obtidos neste trabalho permitem um andlise comparativas
entre os métodos ALI e ALI-L e mostram que ambas formulacoes apresentam bons resul-
tados numéricos.

A Figura 2 mostra que o método ALI-L, apesar de apresentar um erro menor ou igual
ao erro do método ALI, ndo manteve a estabilidade suficiente para alcancar o passo de
carregamento N = 450, tendo divergido antes do passo N = 330. Esse comportamento,
ja verificado em outros simulagoes numéricas, ainda serd objetivo de trabalhos futuros.

Conclui-se entdo que o método ALI, apesar de apresentar um erro na norma Lo sensi-
velmente maior que o apresentado pelo método ALI-L ao longo da simulagao, é vantajoso
uma vez que manteve a estabilidade do resultado numérico em mais passos de carre-
gamento, permitindo obter melhores resultados em simulacoes de problemas de grandes
deformacoes.
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