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Resumo. Neste trabalho, uma andlise de estabilidade da solucao semi-discreta do pro-
blema parabdlico de difusdo do calor é desenvolvida. O problema é discretizado no espago
usando um método de elementos finitos hibrido estabilizado. Resultando em um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias chamado de formulagao semi-discreta. Este método, origi-
nalmente proposto para problemas elipticos, consiste no acoplamento de problemas locais
resolvidos por métodos de Galerkin descontinuo (GD) para a varidvel primal, temperatura,
com um problema global para o multiplicador de Lagrange, que é identificado com o traco
da temperatura, impondo continuidade entre os elementos de forma fraca. Esta formulagao
hibrida possui as boas caracteristicas dos métodos GD associados como estabilidade, robus-
tez e flexibilidade, mas com complexidade e custo computacional reduzidos. Anadlise é feita
para a formulagao semi-discreta e foram obtidas condigoes de estabilidade independentes da
discretizagao espacial.

Palavras-chave. Elementos Finitos, Métodos Hibridos, Andlise Numérica, Equacao do
Calor

1 Introducao

A conexao entre os métodos hibridos e os métodos GD possibilita uma maior flexibili-
dade na construcao de novos métodos de elementos finitos estdveis, precisos e localmente
conservativos, bem como na implementacao de algoritmos hp-adaptativos mais simples e
computacionalmente eficientes. Os métodos de elementos finitos hibridos e os métodos
GD tém em comum a utilizagdo de aproximagoes em espagos quebrados onde as fungoes
de interpolacao no interior dos elementos sao totalmente independentes e as condicoes de
interface sao impostas fracamente pela formulacao variacional, através do multiplicador
de Lagrange. Assim, um problema global apenas para o multiplicador de Lagrange é
montado, utilizando interpolagoes continuas ou descontinuas, e a solucao da variavel de
interesse do problema é obtida localmente elemento a elemento.
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Esta conexao permite que a andlise numérica dos métodos hibridos utilize os mesmos
argumentos que sao aplicados aos métodos GD [5], como foi feito em [2,3].

Problemas de condugao de calor em regime transiente sao comumente representados
por equagoes classificadas como parabdlicas que tém sido muito estudadas sob os pontos de
vista matematico e computacional. Neste trabalho serd proposto um método hibrido esta-
bilizado de elementos finitos, que é fundamentado no método de Galerkin descontinuo, para
aproximagoes espaciais. Essa metodologia é denominada de aproximacao semi—discreta ou
aproximagao continua no tempo. Uma andlise de estabilidade serd apresentada.

2 Preliminares

Nesta secao, apresentaremos os problemas modelo e algumas defini¢bes necessarias para
a construcao das formulacoes hibridizadas dos problemas eliptico e parabdlico, mostrados
a seguir, e que também serao utilizadas na andlise de estabilidade.

2.1 Notagoes e Definicoes

Seja o espago das func¢bes mensuraveis quadrado integraveis,
L*(Q) = {v: / v2dQ) < oo} (1)
Q

com sua norma usual definida pelo produto interno e representada por || - ||. A partigdo
de elementos finitos é dada por T, = {K} := { unido de todos os elementos K}. Além
disso, &, é o conjunto de todas as arestas e dos elementos /C, 6’2 é o conjunto das arestas
interiores e £2 = &£, N 0N é o conjunto de arestas da fronteira de . Sejam [] e {-} os
operadores de salto e média, definidos como nos métodos GD [5]. Dados os elementos
K1,K2 € Ty, que compartilham o lado e, definimos ny, ns os vetores normais unitdrios na
aresta e dos elementos K1, Ko, respectivamente. Para uma funcao escalar ¢,

[¢] = ¢1n1+ pony em 665}? e [¢] =¢n em 665}?, (2)
1
{¢} = Slertw) em cegl e {pt=¢ em ecg (3)

Denotaremos o espaco quebrado, [5], de dimensao finita (na varidvel espacial) para a
temperatura, da seguinte maneira:

Vi = {on € L*() : vplx € Sk(K) VK € Tp}, (4)

onde Si(K) = P(K)( espago das fungdes polinomiais de grau igual ou maior do que k)
ou Si(K) = Qx(K) ( espago das fungoes polinomiais de grau igual ou maior do que k
em cada varidvel do espago). Para o multiplicador de Lagrange, considerando fungoes de
interpolacao continuas, o espaco sera

My, = {/‘Lh € Co(gh) : :uh|€ = pl(e)v Ve € g}(l)a :uh|€ =0, Ve € 51?}7 (5)
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onde p;(e) é o espaco de fungoes polinomiais de grau igual ou maior do que [ em cada
aresta e. Aproximagoes descontinuas para o multiplicador com

My, = {lu’h S LQ(gh) : 1U“h|e = pl(e)7 Ve € 5}?7 Mh|e =0, Ve € 6}?} (6)

também podem ser consideradas.

2.2 Problemas Modelos

Seja 2 C R? um dominio aberto, 92 seu contorno, f € L?(Q2) um termo forca e o tempo
t € [0,T]. Considerando condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas, problemas de
difuséo de calor em regime transiente podem ser modelados pelo seguinte problema modelo
parabdlico linear: Determinar a temperatura u = u(x,t) tal que,

ou

i Au = f em € x[0,7] (7)
u(x,t) = 0 sobre 99 x [0,T] (8)
u(x,0) = wp em . 9)

Problemas estacionarios de difusao de calor podem ser modelados pelo seguinte problema
modelo eliptico: Determinar a temperatura v tal que,

—Au = f em 2 (10)
u = 0 sobre 0. (11)

3 Formulacao Hibrida Estabilizada de Galerkin descontinuo
para o problema Eliptico

Para o problema modelo eliptico, Arruda et al. [2] propuseram e analisaram uma
formulacao hibridizada estabilizada de Galerkin descontinuo onde o multiplicador de La-
grange ¢ identificado como o trago da varidvel primal u: A = u|. em cada aresta e € &,. A
condigao de fronteira © = 0 em 92 é fracamente imposta usando a mesma abordagem de
Nitsche que é usualmente adotada em métodos GD. Nesta formulacao um termo residual
multiplicado por uma constante o foi adicionado, e se tomarmos: a = —1, a formulagao
se torna simétrica e adjunta consistente; para o = 1, temos uma formulagéo nao simétrica
e naturalmente coerciva; ja se @ = 0, a formulacao é chamada de incompleta. Também foi
adicionado um termo para estabilizagdo da varidavel v e do multiplicador de Lagrange A.

A seguir, enunciaremos esta formulagdo, a defini¢do das normas da energia usadas,
bem como a equivaléncia entre elas e os lemas de continuidade e coercividade provados
em [2] que serao utilizados, aqui, na analise do problema parabdlico.

Método LDGC: Encontrar o par [up, Ap] € Vi, x M}, tal que

A ([un, M), [V, pn]) = F([vn, pa]),  V[vn, pn] € Vi X My, (12)
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onde a forma bilinear A(-,-) e o funcional linear F'(-) sao definidos como
A([uns An), [ons pn]) =Y (Vun, Vou) +/S (a{Von} - [up] = {Vur} - [vn])ds
c h

+/(MWMHw}—M%—WwM@M—MMMS
80

h

o ol s+ 52 () =)o) — s (19
F([o, pn)) =F () =Y _(f,0n)k, (14)

K

e fy é um parametro de penalidade (constante positiva).

A estabilidade do método LDGC segue pela satisfacdo das condigoes do lema de Lax-
Milgram (continuidade e coercividade) que dao limites superior e inferior ao operadores
em questao. Para provar a estabilidade da forma bilinear A(-,-), é usada a seguinte norma
da energia definida no espago produto Vj x M}, de dimensao finita:

v, 1l = vl + J0l2 + v} = pll Vo, 4] € Vi x My, (15)
onde |v %JC ::/ |Vo|?dz, |v ih = Z ]vﬁx, |v]2 = Z h_l/\[v]|2d8,
K KeTs, €ty e
{v} — ,u]Q# = Z h_1/|{v} — p|?ds. Assim, temos que
eelp €

Lema 3.1. (Coercividade). Para a forma bilinear A(-,-), (13), existe uma constante
Cs > 0, tal que:

A([on, ) [on, 1)) = Cs|l[vn, ]Il (16)

com Cj :min{l—QC(fl + &), —2C(& + &) — %—l—g—o, —%4—250 }, onde & e & sdo

constantes vindas da desigualdade de Young. C € a constante da desigualdade do trago [1].

J4 a continuidade da forma bilinear A(-,-) e do funcional linear F'(-) é demonstrada no
espago produto de dimensdo infinita V(h) x M(h), com V(h) =V, + H*(Q) C H*(T;,) e
M(h) = My, + L?(€?) usando a norma tripla alternativa

o, kil == v, il + Y WPJol3 e, Vo, u] € V(R) x M(h), (17)
KeTh

onde ‘U@,K = / |Av|?dz. Restringindo para o espaco de dimensdo finita Vi, x M), a

equivaléncia entre as normas || - ||z e || - |z é demonstrada em [2]. Com isso temos o
seguinte resultado:
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Lema 3.2. (Continuidade). Sejam a forma bilinear A(-,-) e o funcional linear F(-) do
problema eliptico definidos em (13)-(14). Entao, Y[vp, un] € Vi, X My, existem constantes
Cy >0 e, >0, tais que

| A(lun, Ml [on, 1u))| < Colllun, Ml Nvns wallle e 1E(vn, an])| < v lvn, wallEs (18)

com Cy = maz{l, C, 260} e v = C||fllo, onde C é a constante da desigualdade de
Poincaré.

Essas condicoes garantem estabilidade do problema eliptico e serao usadas para a
analise do problema parabdlico semi-discreto feita a seguir.

4 Formulagao Hibrida Estabilizada Semi-Discreta

Com base nas mesmas ideias encontradas em [2], para o problema eliptico, uma for-
mulagao hibrida estabilizada para a varidvel espacial combinada com um esquema de
Euler implicito para a varidvel temporal foi proposta em [4] para o problema parabdlico.
Esta formulagao evita as oscilaces espurias que surgem nos tempos iniciais de simulagao
quando, por exemplo, é usado o método de Galerkin usual para discretizacao espacial.

Entao, o objetivo deste trabalho é desenvolver uma andlise numérica para essa for-
mulagao. Como primeiros resultados, aqui serd apresentada a andlise de estabilidade do
caso semi-discreto que pode ser escrito da seguinte forma: Encontrar up € Vi, e A\, € My,
vVt e (0,7], tal que

2 (Cf)(f?uth’vh> + Afun, Anls [ons pn]) - = Fon) ¥ Vo, pn] € Ve x M. (19)
K K

Z(uh(O)—uo,vh)K =0 em . (20)
K

onde A(-,-) e F(-) sdo a forma bilinear e o funcional linear, (13) e (14), j4 definidos para
o problema eliptico.

No Lema a seguir demonstraremos a estabilidade para (19)-(20), obtendo limitagoes
a priori da solucao aproximada pelos dados do problema. Com este resultado obtemos o
que é chamado de limites de estabilidade.

Lema 4.1. Para o problema dado por (19)-(20), existe uma constante positiva M =
*

C
max{ﬁ, 1}, independente do pardmetro de malha h, tal que:
S

t t
MN”H%A\Mwm%ﬁ<M<AHN%HWW®W) (21)

Demonstragdo. Tomando up, = v € A\, = pp em (19) e usando a coercividade da forma
bilinear A(-,-), (16), temos que:

1d
5 s llonll® + Calllon, ml % < |F (o)l (22)
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Aplicando a desigualdade de Cauchy- Schwarz no lado direito, obtemos

1d

5 g Ivall® + Colllon, palllE: < £ 11lonll- (23)

Utilizando a desigualdade de Young temos

1 2 2
3 g0l + Cullon, s < ZENSIP + 5 ol (24)

Da desigualdade de Poincaré para espagos quebrados (||vg]|? < C*||[Vup||? < C*||[vn, unlll%),

temos
. dH 12+ Cllfon, )l 5!!f!!2+ —Clfons a2 (25)
S2d Uh Uhy Hh 2% Uhy Rl E-
Tomando £ = o chegamos que
1d 5 Oy
5 lonlP + Sl < 5 (26)

Multiplicando por 2 e integrando no intervalo [0, t], temos:

t C* t
Jonll + C. [ Monosnlll e < G [ 171 a4 Jen ) 1)

5 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma analise de estabilidade para a solucao aproximada
obtida para o problema parabdlico pela formulacao semi-discreta hibrida estabilizada de
Galerkin descontinua que justifica a eliminacdo de oscilacOes espurias para os tempos
iniciais, com a condigao de estabilidade alcancada independente do pardametro de malha,
h.
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