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Resumo. Este trabalho apresenta um estudo numérico de solugoes aproximadas para o
problema de Hemker utilizando os conceitos da Andlise Isogeométrica (AIG) e a ferramenta
GeoPDEs. O estudo avalia a influéncia da disposicao das patches e dos knots na qualidade
da solucao aproximada, além de apresentar a influéncia da continuidade das fungoes base
no tamanho e na esparsidade do sistema linear associado e no seu tempo de resolucgao.
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1 Introducao

Nos ultimos anos temos visto os resultados surpreendentes do uso da Anadlise Iso-
geométrica em aplicagoes variadas. Como consequéncia, ocorre o desenvolvimento de
novas estratégias computacionais voltadas ao seu aprimoramento. H4 um grande interesse
da comunidade académica nessa area devido a acuracia da representagao do dominio e
da solugao, tempo computacional reduzido e ao fato das funcoes utilizadas alcancarem
continuidade elevada, possibilitando o estudo de alguns problemas que, ao serem tratados
com a andlise de elementos finitos tradicional, geram custo computacional elevado [1-3].

Nesse trabalho, apresentamos um estudo do problema de Hemker, considerado por
Collier et al. um dos problemas de referéncia mais dificeis da atualidade [4], descritos
pela equacao de conveccao-difusao no estado estacionario. Para o estudo do problema
foi utilizada a ferramenta GeoPDEs [5]. Essa ferramenta tem como propésito facili-
tar o primeiro contato de pesquisadores de diversas dreas com as fungoes e operagoes
necessarias para a pesquisa em andlise isogeométrica. Por ser um software desenvolvido
no GNU/Octave [6], utiliza uma linguagem interpretada, facilitando as modificagdes do
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usudario e permitindo uma prototipagem rapida. Mesmo que a escolha venha sacrificar o
desempenho computacional, a facilidade e agilidade proporcionam resultados satisfatérios.

Este artigo esta descrito como segue. Na proxima secao apresentamos as equagoes que
descrevem o problema de Hemker, as configuragoes do dominio e as ferramentas utilizadas
para a resolucao do problema. Na secao 3 apresentamos os experimentos numeéricos.
Primeiramente, estudamos a influéncia da configuracao do dominio na qualidade da solugao
do problema. Em seguida, analisamos a influéncia da continuidade no tamanho do sistema
linear resultante e, consequentemente, no tempo computacional requerido. Finalizamos
o artigo com as principais conclusbes quanto a aplicacao da andlise isogeométrica na
resolucao do problema de Hemker.

2 O problema de Hemker na andlise isogeométrica
As seguintes equagoes descrevem o problema de Hemker [7]:

—kAu+b-Vu=f em €,
U =up em I'p, (1)
kVu-n=20 em Iy,

onde u é a solucdo desejada, k = 1074, b = (1,0)T, f = 0, n é o vetor externo unitario
normal & superficie. O dominio Q = {(z,y) € R?| =3< 2 <9, -3<y <3, 22+y> > 1},
com fronteira 02 = I'p U 'y, estd apresentado na Fig. 1. O valor prescrito de u em 0f) é
dado por

0, se (2,y)€{-3}x[-3,3]

wen={ § % GYSE 2

u=0 e I\ u=1
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Figura 1: Dominio de Hemker.

Na analise isogeométrica, o dominio é usualmente criado a partir das fungoes NURBS
[8], que s@o referéncia na drea de desenho assistido por computador por sua capacidade
de representar com exatidao objetos que sao desenvolvidos na industria.

Em AIG sao definidos um dominio paramétrico, dado pelo quadrado [0, 1] x [0, 1] em
R?, e um dominio fisico, que representa o dominio real do problema. A malha no dominio
paramétrico em R? é o produto tensorial entre dois vetores de nds, um em cada direcdo,
chamados de vetores de knots. Os elementos na malha em R? também sdo chamados de
knots.
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O dominio paramétrico é mapeado por uma fungdo NURBS inversivel (F') sobre uma
regiao do dominio fisico, chamada de patch. Cada knot do dominio paramétrico é levado
em um knot do dominio fisico. Quando o dominio fisico pode ser completamente mapeado
por apenas uma funcao F', dizemos que ele ¢ um dominio composto por uma tnica patch.
Para dominios fisicos mais complexos sao realizadas subdivisées neste dominio, criando
regioes mais simples onde cada uma delas é mapeada sobre o dominio paramétrico. Neste
caso, o dominio fisico serd obtido pela uniao dessas patches.

A Fig. 2 mostra o dominio paramétrico sendo mapeado sobre uma patch que representa
o dominio fisico. Em destaque, na cor laranja, um knot no dominio paramétrico, a sua
imagem no dominio fisico e o elemento de integragao.

Espaco Espaco ¢
Paramétrico Fisico |

n

Elemento

1

-1
-1

Figura 2: Espaco paramétrico, espaco fisico e elemento de integracao.

Com o objetivo de estudar a influéncia da configuracdo do dominio na solucao do
problema de Hemker, definimos trés configuragoes de dominio, considerando uma, cinco e
seis patches, nomeadas por D1, D5 e D6, respectivamente.

A Fig. 3 apresenta as configuracoes utilizadas. As linhas das figuras representam
os contornos de cada patch. E importante destacar que existem intmeras formas de
representar o dominio do problema de Hemker. Ao optar por representar o dominio
através de uma Unica patch, existem diversas maneiras de introduzir knots em cada direcao,
modificando assim a configuragao do dominio. O mesmo ocorre para multiplas patches.

] /
. / ~
(a) D1: uma patch. (b) D5: cinco patches. (c) D6: seis patches.

Figura 3: Configuragoes do dominio utilizadas no experimento.

As trés configuragoes do dominio foram escolhidas para possibilitar um estudo sobre
a influéncia da posicao das patches e dos knots, que formam o dominio, na qualidade da
solugéo. A Fig. 4 apresenta exemplos de malhas utilizando as configuragoes D1, D5 e D6.
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(a) Malha grossa para D1. (b) Malha grossa para D5. (¢) Malha grossa para D6.

Figura 4: Configuracoes das malhas grossas do dominio.

3 Experimentos numéricos

Para os experimentos numéricos, utilizamos um computador com as seguintes con-
figuragoes: sistema operacional Ubuntu 15.10, memoria 8GiB, processador Intel® Core™ ™
i7-4650U CPU @ 1.70 GHz x 4.

As subdivisoes entre knots em cada direcao sdo tomadas de modo a gerar matrizes de
ordens semelhantes para cada configuracao do dominio. O nimero de pontos considerado
para a regra de integragao foi fixado em 4 para cada direcao. Como o problema de Hemker
possui convecgao dominante, o método de estabilizagdo SUPG (Streamline Upwind Petrov
Galerkin) [9] foi utilizado. Utilizamos o método direto de eliminagdo de Gauss para
resolver o sistema linear proveniente da discretizagao isogeométrica.

Para realizar um estudo sobre a qualidade da solugao, variamos o grau p das funcoes
base entre 2 e 3. Para p = 2, as continuidades foram C? e C! e para p = 3, as continuidades
foram CY, C' e C?. A melhor combinacdo de grau e continuidade para as trés configuraces
do domfnio foi p = 3 com continuidade C'. Essa combinacido apresentou erros na parte
inferior do gréfico na ordem de 10™%, a combinacio p = 2 e C° apresentou erros na ordem
de 1072 e as demais combinacdes apresentaram erros na ordem de 10~!. A Fig. 5 apresenta
as solugoes para a configuragao D1.
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Figura 5: Solugoes do problema de Hemker para a configuracao D1.
Para a combinacdo p = 3 e C', a matriz do sistema linear resultante para D1, de

ordem 737.392, apresenta 26.359.144 elementos nao nulos. Para a configuracdao D5, a
matriz resultante de ordem 727.710 possui 26.071.860 elementos nao nulos e por fim, a
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matriz de D6 de ordem 726.615 possui 26.017.291 elementos nao nulos.

As solucoes do problema de Hemker para p = 3 e C', mostradas na Fig. 6, sio
aparentemente similares. Porém, realizando um corte na solugao definido no planoy = 1, é
possivel notar oscilagoes nas configuragoes D1 e D5, conforme pode ser observado na Fig. 7.
Essas oscilagoes nao sao encontradas na configuracao D6, que estd em conformidade com
o corte de referéncia, encontrado em [10].
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(a) Solugao para D1. (b) Solugao para D5.
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(c) Solugao para D6.

Figura 6: Solugoes do problema de Hemker para as configuragoes D1, D5 e D6 considerando
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Figura 7: Cortes considerando D1, D5 e D6.

As oscilagoes das configuragoes D1 e D5 sao provenientes da disposicao dos knots que
recobrem a regiao do dominio por onde passa o corte. Lados nao opostos de knots do
dominio paramétrico sao levados sobre as linhas de grade que interceptam a reta y = 1 em
angulos com uma variagao decrescente, gerando uma nao uniformidade na malha sobre
essa reta e uma variacao na solugao encontrada sobre cada um dos knots. O mesmo
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ocorre para um corte definido através do plano y = —1. Podemos notar que, as oscilagoes
encontradas ao utilizar D1 diminuem a medida que a solugao se aproxima de x = 3. As
oscilacoes encontradas ao utilizar D5 diminuem até x = 1,5 e voltam a crescer até x = 3,
desaparecendo apds esse ponto.

Com o objetivos de analisar a influéncia da continuidade no tamanho do sistema, linear
resultante e consequentemente o tempo computacional requerido, utilizamos grau fixo
p = 3 para as funcdes base e variamos a continuidade considerando C°, C' e C?. A Fig. 8
apresenta o tempo computacional e o tamanho do sistema linear para cada caso.
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Figura 8: Tempo computacional e tamanho do sistema para as classes CY, C' e C? para
as configuragoes D1, D5 e D6 considerando o grau p = 3.

A Fig. 8 demonstra que, elevar a continuidade implica em uma redugao do tamanho do
sistema linear. Em todas as configuracoes do dominio, elevando a continuidade de C° para
C', h4 uma reducio do tamanho do sistema linear de aproximadamente 55% e elevando
de C° para C? a reducio varia em torno de 88%. A reducdo do tempo computacional
observada com a elevacao da continuidade nao ocorreu na mesma proporc¢ao que a redugao
do tamanho do sistema. Considerando a configuracao D1, a variacao da continuidade
minima para a maxima gerou uma reducao de apenas 34%. Para as configuragoes D5 e D6,
essa variacao produziu reducoes no tempo computacional de 82% e 89%, respectivamente.

Collier et al. [4] demonstram que, ao utilizar o método direto, o tempo computacional
para resolver um grau de liberdade com continuidade baixa é bem menor que o tempo para
se resolver um grau de liberdade com continuidade alta. Por isso, a redugao do tamanho
do sistema e do tempo computacional ocorrem em proporcoes diferentes. Além disso, ao
compararmos o tempo computacional das funcoes de classe C° nas trés configuracoes do
dominio, percebemos uma diferenca considerdvel: utilizando a configuracao D1, o tempo
computacional é cerca de 3,7 vezes menor que da configuracao D5, e cerca de 5,7 vezes
menor que da configuracao D6.

4 Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo realizar um estudo da solugao numérica aproximada
do problema de Hemker obtida através de AIG. Foi avaliado a variacao das configuragoes
do dominio, do grau das funcgoes base e da continuidade. Dentre as configuracoes de
dominio apresentadas, notamos que D6 apresentou uma solugao aproximada com maior
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acuracia devido as suas linhas de grade estarem, em grande parte do dominio, na mesma
direcao do fluxo na regiao de alto gradiente. Para as outras configuragoes, ocorreram
oscilagoes sobre os segmentos que estao sobre as retas y = 1 e y = —1, e isso se deve
as posicoes dos knots que recobrem essa regiao. Quanto a variacao do grau das fungoes
base e da continuidade, a melhor solucio foi dada pela combinacdo p = 3 e C'. Assim,
a combinacio p = 3 e C'! em conjunto com a configuraciao D6 foi mais adequada para o
problema de Hemker. Vale destacar que, apesar de nao ter apresentado a melhor precisao,
a combinacdo grau p = 3 e continuidade C? foi a que exibiu menor tempo computacional
e menor tamanho do sistema nas trés diferentes configuracées do dominio.
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