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Resumo. Neste artigo é feita uma simulagdo numérica para um modelo de ondas com
condicoes de fronteira de Dirichlet e da Acustica nos casos unidimensional e bidimensional.
Desenvolvemos um método numérico iterativo, baseado no Método do Elementos Finitos
e Diferencas Finitas para determinagao da solu¢ao numérica aproximada. Sao também
calculados a ordem de convergéncia do método e o decaimento assintético da energia.
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1 Introducao

Considere Q C R™ aberto, limitado com fronteira 9 = I'o UT; de classe C?, sendo
Iy e T'; de medida positiva, tal que To NT'1 = (). Queremos determinar um par (u,d),
emque u : Q — R e d: 3 — R resolve numericamente o modelo de ondas acoplado
com condicao de Dirichlet em uma regiao da fronteira e condigao da Acustica na fronteira
complementar, dado por:

u’(z,t) — a(t)Au(z,t) =0 em Q=Qx (0,7),
u(z,t) =0 sobre Xo=T¢ x (0,7),

u'(z,t) + f1(2)d" (z,t) + fo(x)d (2, t) + f3(x)d(z,t) =0 (1)
sobre ¥; =Ty x (0,7,
ou

(x,t) =0 (x,t) — g(x)u'(x,t) sobre 3y =T7 x (0,7T).

ov

Sobre I'p em (1)2, temos a condicdo cldssica de Dirichlet, na qual hd absorcao total do
som. Em (1)3 temos a condigao da Acustica com f;(z) fungdes conhecidas, em que, sobre
I'y, as ondas de som sao refletidas na direcao oposta a normal exterior de cada ponto de
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I"y. Suponha por exemplo, uma sala de auditério com uma fonte de som, onde ha paredes
em que o som ¢ absorvido totalmente (fronteira I'g) e em outras (fronteira I';) o som é
refletido (eco). Em (1)4 temos a condi¢ao de compatibilidade. As condigoes iniciais para
o modelo (1) s@o as seguintes:

§'(z,0) = 881:0(90) + g(z)ui(z) sobre Ty,
d(x,0) = dp(x) sobre T, (2)

w(z,0) = up(z), u(z,0)=ui(z) em Q.

Em 1974, Beale e Rosencrans [2] foram os precursores das condigoes de fronteira da
Actstica e em 1976 Beale [3] fez uma andlise detalhada desta condigao de fronteira para a
equacao linear de ondas em um dominio limitado. Posteriormente, surgiram novos traba-
lhos, entre outros, usando a condi¢ao da Actstica, como se verifica em [4,5,8]. Simulagao
numérica do modelo (1)-(2), pelo nosso conhecimento, ainda nao foi estudado.

O objetivo desse artigo é desenvolver um método numérico e um programa computaci-
onal para fazer simulacoes numeéricas, calcular erros, o decaimento assintotico da energia
e a ordem de convergéncia do método numérico.

2 Existéncia, Unicidade e o Decaimento da Energia

Considere os espagos V = {¢o € H(2);70(p) = 0em Ty} e HA(Q) = {p € HY(Q); Ap €
L?(2)}, o conceito de solucio global para o modelo (1)-(2) é dado pela definicdo 2.1.

Definic¢ao 2.1. Uma solugdo global do problema misto (1) é um par de fungoes (u,d) com
u:Q —R e 0:31 — R nas classes

u € L2 (0,00; VN HA(R)), v € L2 (0,00; V), u” € L®(0,00; L?(12)),

loc loc loc

Yo(u'), vo(u") € LIZOC(O,OO;L2(F1)) e §, 6, 8" € L (0,00; L3(T1)), (3)

loc

que satisfaz, para cada T > 0 fizo arbitrdrio, as relagoes integrais

T T
/ /[u"tp +aVu- V| dx dt = / / ald’ — gu'le dxdt,
0o Jo o Jry

T
/ / [u' + 16" + f20' + f30]¢ dadt =0,

o Jry

Y€ L?0,T;V) e Ve L*0,T;L*('1)). Além disso, u e § satisfazem (2).

Para estabelecer uma solugao (u,d) no sentido da definicao 2.1, assumiremos as se-
guintes hipdteses:

a(t) € C1([0,00)), o/(t) € L'(0,00) N L®(0,00) e «ft) > ag > 0;
g(z) € C(T1,R), tal que g(x) > go > 0; (5)
fi(x) >0,i=1,2,3 e f; € O(T1,R).

O teorema 2.1 estabelece a existéncia e unicidade de solugdo, cuja demonstragao pode ser
encontrada em [1].
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Teorema 2.1. Suponha ug € VOHA(Q), u; €V, & € L*(T1), Ouo —8(2,0)+gu1 =0

e as hipdteses (5). Entao existe um unico par de fungoes (u,d) solugdo do problema misto
(1)-(2) no sentido da defini¢ao 2.1.

Decaimento da energia - Multiplicando a equagdo (1); por «/, fazendo algumas mani-
pulagoes algébricas, calculamos em [1], baseados no trabalho [4], o decaimento assintético
da energia total associada ao modelo (1)-(2), ou seja, E(t) — 0 quando ¢ — oo, em que
|-| e |-|r, sdo as normas em L?(Q) e L?(I'1), respectivamente, e a identidade da energia
¢é dada por

B6) = 3 WP + o) (VP + 120 O, +15%50R,) | ©)

3 Simulacao Numérica

Considerando os subespagos Vy, C V N HA(R) e Z,, C L*(I'y) gerados pelas m pri-
meiras funcdes ¢;(z) da base Hilbertiana dos espacos de Hilbert V N HaA(Q) e L?(T'y),
cuja existéncia desta base pode ser encontrada em [6] e aplicando o método de Galerkin,
o problema aproximado consiste em determinar u,, : (0, T) — Ve dm 1 (0,T) = Zp,

representadas por u, (z,t) Z t)i(z) e oy Z d;( , tais que
=1
m m m
SO enps) +alt) S cil®)(Ver, Vo) +alt) S cilgen @),
i=1 i=1 i=1

Zd (pza(pj rn = (f7 90])1
Zd’(t)(fmmo] Iy Zd/ (fai, 0i)rs + Y _ di(t)(fapi, 05)r,

1 i=1
+ch(t)(90i790j)f‘1 = (h7 @j)ru para j=1,...,m

Formulagao matricial - Usando para os casos unidimensional e bidimensional as fungoes
bases ;(x) sendo lineares por partes e definindo as matrizes de (7), segue, para i,j €

{1,...,m}:

A= ((,07;(1'),803'(1‘)), K = (vwi(l’%V@j(‘r))? Ey = ((pi(l')ﬂpj(m))rl

Hy = (fi(z)pi(x), ¢j(@))p,, Ho = (fo(2)pi(@), 05(2)p,, Hs = (f3(2)pi(x), ¢(2))p,
Hy = (g(l’)(pi(:ﬂ),g@j(l‘))rl, F= (f(l'vt)a(pj(l‘))? G = (h(l’,t),(pj(l'))rl

Sistema de EDO - Usando a notac¢ao matricial e substituindo no problema (7), obtemos
o Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDO) de segunda ordem:
Ad'(t) + a(t)Ke(t) + a(t)Hyd () — at)Erd' (t) = F(t)
H,d"(t) + Hod'(t) + Hsd(t) + E1c(t) = G(t) (8)
c(0) = ugm(z), d(0) =uim(x), d(0) = dom(x), d'(0) =4, (x,0).
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Como, em geral, a solugao analitica é nao conhecida, o sistema serd resolvido numeri-
camente pelo Método das Diferencas Finitas. Para isso, fazendo t = t; := kAt, com
k =1,...,N, procedemos fazendo t = ;41 e t = t;_1 no sistema, fizemos a média, e
usamos aproximacao por diferenca central de ordem dois para os termos com derivada
segunda e diferenca atrasada e adiantada de ordem dois para os termos com derivada
primeira, obtendo o seguinte método iterativo:

(3ak+1704k_1)
2

(30{k+170[k_1)

[2A4+(At)2aF T K+(At) Hy|c*M 1 —[(At) By]d*tt

(ak+l_3ak—1)

=HA+2(A) (T —aF Y H F—RA+(AL) 2P K +(AY) HjcF!

(9)

ab+1_gak-1)

—R(an) (@ -aF T B d [ At) ( 5 Efd* (At (PR R,

(At)Erck™  +  [2Hy + (At)Hy + (At)?Hs|d*™! = 4Hd"  +

[ = 2H; + (At)Hy — (At)?H3|d" ' + (At)ErcF ! + (A (GFH4+GFY).

Por simplicidade, denotemos o lado direito da igualdade das equagdes de (9) por Ly e Lo,
respectivamente, e as matrizes do lado esquerdo da igualdade por

k+1_ k-1
M, = [2A+(At)2a’““K+(At)(3a2a)

M3 = (At)El e My= [2H1 + (At)Hg + (At)QHg] .

Hy, M= JanB )

Dessa forma, obtemos o seguinte sistema acoplado de matriz bloco, em que cada matriz
tem ordem m x m, donde o sistema tem ordem 2m x 2m:

o e =0 0

Para inicializar o método iterativo (10), ou seja, para k = 1, os termos ¢/(0) e d’(0) séo
aproximados por diferenca central (ver [1]), mantendo a ordem O(At?).

4 Resultados Numeéricos

Como a priori nao conhecemos o par de solucao exata do modelo (1), introduzimos
duas forgas suficientemente regulares f(x,t) e h(x,t) no lado direito das equagoes (1); e
(1)3, respectivamente, de modo que a solugao exata (u,d) submetida as condigoes inicias
e de contorno, seja conhecida, afim de validarmos o método utilizado, medindo o erro e
a ordem de convergéncia. Em seguida retornamos ao modelo original (1), isto é, fazendo
f e h nulas, sendo que neste caso nao conhecemos mais a solugao exata e consideramos
como “solucao exata” uma solugao numérica com discretizagao no tempo e no espaco bem
refinada. No caso em que f e h sdo nao nulas denominamos de modelo nao-homogéneo e
modelo homogéneo no caso em que f e h sao nulas.
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Com o objetivo de estimar a ordem de convergéncia, denotada por p, consideramos
discretizagoes idénticas para o espaco e o tempo, denotadas por h;, em que para cada
h;, E; é o erro associado a solugao numérica medido nas normas indicadas nas tabelas
1 - 4. Assim, dados h; e hijt1, com h;11 = h;/2, a ordem de convergéncia é dada por
p = In(|Eill/| Eix1])/In(2) (veja [7]).

Na Figura 1 é mostrado numericamente o decaimento da energia (6) para os casos 1d
e 2d, em que T é o tempo final do intervalo (0,7).
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(a) Caso 1d, com h = At =277 ¢ T = 30. (b) Caso 2d, com h = At =277 ¢ T = 10.

Figura 1: Decaimento assintético da energia F(t) para o modelo original (1).

4.1 Caso unidimensional

Para os modelos nao-homogéneo e homogéneo consideramos 7' = 1, Q2 = (0,1), 9Q =
I'oyUTy, onde I'y = {0} e I'; = {1}, e as condigoes:

up(z) = —0.5x(x — 1), ui(x) =0, 6o = 1ed'(1,0) = —0.5.
fil)=fa(1)=f3(1)=1 e a(t) =t+1.

Modelo nao-homogéneo - Sejam u(z,t) = —0.5z(x — 1)cos(t) e 6(1,t) =1 — 0.5sen(t).

Nas Tabelas 1 e 2 sdo mostrados o erro em relagao aos parametros de discretizacao
espacial e temporal, quando estes sao iguais, e a ordem de convergéncia.

Tabela 1: Erro de (ty,, d,,) com ordem de convergéncia p e h = At.
h=At| Em Er

L>°(0,1;L2(0,1)) abs Pum Pém
2% [ 0.55897 x 10~* | 0.10931 x 10~4 - -
26 10.13750 x 10~* [ 0.02699 x 10~* | 2.0233 | 2.0176
277 10.03408 x 10~* | 0.00670 x 10~* | 2.0122 | 2.0099
278 10.00848 x 10~* | 0.00167 x 10~* | 2.0063 | 1.9993
279 10.00211 x 10~* | 0.00042 x 10~* | 2.0032 | 1.9951

Modelo homogéneo - Consideramos a “solugao exata” como a solu¢ao numeérica refinada

com h = At =210,
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Tabela 2: Erro de (ty,, d,,) com ordem de convergéncia p e h = At.
J— m 5771
h = At E/%OO(OJ;L?(O,U) Eabs Pus, Dé,,
0.58067 x 102 | 0.35927 x 103 - -
0.18167 x 102 | 0.08550 x 103 | 1.6763 | 2.0710

9 5
9 6
2-7 | 0.05668 x 1073 | 0.02117 x 102 | 1.6802 | 2.0133
9 8
9 9

0.01718 x 1073 | 0.00504 x 103 | 1.7222 | 2.0710
0.00449 x 1073 | 0.00100 x 1073 | 1.9357 | 2.3227

4.2 Caso bidimensional

Para o caso unidimensional a fronteira I'y se reduz a um tnico ponto. No caso bidi-
mensional podemos tomar uma regiao (lado) em que hd uma maior influéncia da acustica.
Para os modelos nao-homogéneo e homogéneo consideramos 7' =1, = (0,1) x (0,1) e
0N =ToUTI;,onde I'o=(2)U(3)U(4) e I't = (1), e as condigoes:

0,1 3) (L,1)

uo(z,y) = wi(z,y) = yz(z — Dy - 1)%, d(z) =0,
4) Q ) §'(z,0) = yx(x — 1)(2 + g), (11)

fi=fa=fz=g=1, alt)=t+1 e v=-2.

(0,0) (1) (1,0)

Modelo nao-homogéneo - Sejam u(x,y,t) = vo(z — 1)(y — 1)%e! e 6(z,t) = (2 +
g)va(e —1)(et — 1),

Nas Tabelas 3 e 4 sao mostrados a relagao do erro quando a discretizacao do espaco e
tempo sao iguais, isto é, h = Ax = Ay = At e a ordem de convergéncia.

Tabela 3: Erro de (uy,, dp) com h = Ax = Ay = At e ordem de convergéncia p.

h=At | E/% o120 Ei?o(o,u?(rl)) Puy, D5y,
21 0.58130 x 1073 0.0064395 - -
279 0.14379 x 1073 0.0016105 2.0153 | 1.9994
26 0.03577 x 1073 0.0004027 2.0070 | 1.9995
27 0.00892 x 10~3 0.0001007 2.0032 | 1.9997
28 0.00222 x 10~3 0.0000251 2.0014 | 1.9998

Modelo homogéneo - Consideramos neste caso a “solucao exata” como a solugao numérica
refinada com h = Az = Ay = At =278,
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Tabela 4: Erro de (up, dp,) com h = Ax = Ay = At e ordem de convergéncia p.
h=At| E'm Eo

L>(0,1;L2() | FLee1;02(ry)) | Pum Pém
23 0.0050778 0.0024890 - -
24 0.0020319 0.0006882 1.3213 | 1.8546
277 0.0006588 0.0001819 1.6248 | 1.9193
20 0.0002172 0.0000451 1.6003 | 2.0107
27 0.0000618 0.0000092 1.8116 | 2.2884

5 Conclusao

As simulagoes numéricas do modelo (1)-(2) feitas a partir dos Métodos Numéricos de-
senvolvidos e apresentadas nos casos unidimensional e bidimensional, mostram resultados
numéricos satisfatérios, e que a ordem de convergéncia, como esperado, é quadratica. A
simulagao para a energia (6) comprova o resultado teérico do decaimento da energia em [1].
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