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Resumo. Um método de diferengas finitas é aplicado aos problemas de Laplace e Helmholtz
em malhas uniforme e nao uniforme. Neste trabalho propomos para os problemas de Laplace
e Helmholtz aproximacoes por diferencas finitas via bases polinomiais harmonicas e de Bessel,
respectivamente, as quais sao comparadas com as aproximagoes cldssicas via polindmios
canoénicos. Os resultados sao ilustrados pelas taxas de convergéncia obtidas.
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1 Geracao de stencil de diferencas finitas para malhas nao
uniformes

Seja ) um dominio aberto limitado em R™sd, ng = 1,2 ou 3, com um contorno
Lipschitz-continuo I' = 9€2. Um problema de valor de contorno qualquer, na sua forma
forte, pode ser modelado de forma abstrata por:

Problema F: Encontrar as varidvel de campo u(x):  — R4  Vx € ), tal que

L(u) = f em €2, (1)
com as condigoes de contorno dadas por:
B(u) = g  sobrel. (2)

onde f é um termo fonte definido no dominio §2 e g é a condicao de contorno prescrita sobre
todo o contorno I'. Os operadores L e B representam um sistema de equagoes diferenciais
parciais no dominio €2 e no contorno I', respectivamente.
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A discretizagao das equacoes 1 e 2 em diferencas finitas pode ser descrita dentro de
um framework de tal forma que seja independente do nimero de pontos usados no stencil
e também independente da construcao da malha, se uniforme ou nao uniforme. A seguir
iniciamos a construir tal estratégia.

Seja X um conjunto finito tal que |X| denote seu niumero de elementos e
N = {xo,... ,X|N|_1} C QUT um conjunto de pontos indexados, também chamados
de nos, onde a solucao possa ser avaliada e aproximada. Iremos denotar o conjunto de
pontos de N no interior de € por Z, de modo que Z := N N Q. O conjunto de pontos
de N no contorno (ou fronteira) de Q serd denotado por BP := N NT. Além disso, para
cada i € {0,...,|N|— 1}, serd associado o conjunto A; C {0,...,|N| — 1}, que contém
os pontos adjacentes a x; escolhidos segundo um determinado critério. Deste modo, se
J € A;, teremos que x; serd adjacente a x;. Para as aplicacacoes que serao feitas mais
adiante serd suficiente admitirmos que i € A;, para todo i € {0,...,|N|—1}.

Sendo x um ponto dado em N, associamos um indice ind(x), que, para qualquer
i€{0,...,|N|—1}, é dado por ind(x;) := i. Donde segue que ind(X) serd o conjunto dos
indices dos pontos de X em N. Temos, em particular, que ind(N') = {0,...,|N| —1}.

Considerando que a equacao 1 é uma equacao diferencial parcial de uma varidvel escalar
u(x), x € Q C R?, sua aproximacio classica em diferencas finitas sobre um ponto x; € T
deve atender a seguinte relagao

Lu(xi) = cju(x;), (3)

JEA;

com os coeficientes c;, com j € A;, calculados de forma que o valor do operador £ sobre a
variavel v no ponto x; seja dado como combinagao linear dos valores da funcao u avaliados
nos pontos x; pertencentes a uma vizinhanca A; de x;. A aproximacao do operador na sua
forma forte pode ser substituida pela sua versao na forma fraca, versao assim chamada
de diferencas finitas energéticas, tendo a vantagem de reduzir a ordem das derivadas
aproximadas.

O célculo de ¢;, stencil de diferencas finitas em x;, pode ser realizado de diversas formas.
Aqui utilizaremos a expressao direta, dada pela equacao 3, substituindo a varidvel u por
cada uma das m funcoes bases em B; avaliadas no ponto x;. Usando uma base B; com m
fungoes ¢y,

]Bi = {90173027"‘790771}7 (4)

obtemos para cada ¢;, [ = 1,...,m, uma equagao,

Z cjpi(x5) = Lyi(x4), (5)

JEA;

a qual é avaliada no ponto i, resultando em um sistema de m equacoes algébricas lineares
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e |A;| incognitas ¢;. Na forma matricial, sendo m = |4;], tal sistema é dado por

K11 K12 K13 ... Kim C1 f1

K21 K22 K23 ... Kom | |C2 f2
| (6)

Kml Km2 Em3 ... Emm Cm fm

K c F

sendo que K ¢é a matriz de entradas x;; = ¢;(x;), 4,0 = 1...m, C o vetor de incdgnitas e F'
o vetor de termo fonte com componentes f; = Ly;(x;). Os |A;| pontos x; sao escolhidos
segundo algum critério de forma a garantir que a matriz K seja nao singular e que se
obtenha a melhor representacao do operador pelo stencil de diferengas. Se m > |A;]
o sistema dado pela equacao 6 ainda pode ser resolvido usando a técnica de minimos

2
quadrados, minimizando o erro ponderado E = )" {Wl{ 2jeia;) Gier(x)— L (xz)}} ,

sendo W; uma funcao peso de suporte compacto associada ao ponto [ (ver Liszka [1]).

2 Aplicacao ao problema de Laplace

Seja um dominio 2 C R? aberto e limitado de fronteira I' suave por partes e Lipschitz
continuo, sendo I' = 99Q. Seja u :  — R uma funcao suficientemente regular. Nessas
condicoes, o problema de Laplace com condigoes de contorno de Dirichlet é dada por

—Au(x) =0, x €R? em Q

_ (7)
u =g ao longo de 0f2

onde A representa o operador laplaciano em coordenadas cartesianas,

Pu  O%u
Au=ob 22

e g:0f) —» R é uma fungao definida no contorno 9f2.
Para o calculo do stencil de diferencas finitas aplicado ao problema de Laplace, usando
como conjunto de fungoes base os primeiros 9 polindémios canonicos,

B = {1,z,y,zy, 2%, y* 2%y, xy?, 2°y*}, (9)

obtemos um resultado idéntico ao esquema de diferencas finitas de 2% ordem via série
de Taylor. Caso a malha seja uniforme, o stencil associado terad cinco pontos, conforme
LeVeque [2]. Como nem todos os polinémios presentes na base da expressao (9) satisfazem
a equacao de Laplace, segue que o termo de fonte para este caso nao sera nulo e o sistema
(6) € resolvido invertendo-se a matriz K.

Propomos o emprego da base polinomial harmonica como alternativa na obtencao de
aproximagoes para este problema de Laplace (7). Para este caso a base polinomial serd

B = {1,z,y,2y,2° — y*,2° — 3uy?, 327y — y*, 2* — 62%y* + ¢y, 42’y — 4dzy®}  (10)
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formada por 9 polindmios que satisfazem a equacao de Laplace identicamente.

Para esta base de funcgoes, ter-se-4 que o termo de fonte sera identicamente nulo. Para
que o sistema seja resolvivel geramos uma equagao identidade fixando o valor do coeficiente
cg = 4 relacionado com o ponto central do stencil xg, gerando uma equacao identidade e
um termo de fonte. Donde segue que os demais oito coeficientes sdo calculados.

(a) retangular uniforme (b) néo uniforme

Figura 1: Exemplos de pontos de stencil de nove nés em malhas do tipo retangular uni-
forme e nao uniforme, respectivamente.

A Figura 1 contém exemplos de stencil sobre malhas uniforme e ndo uniformes.

Visando o caso mais geral, simulagoes foram feitas sobre malhas nao uniformes, ou seja,
quando os parametros de malha Ax e Ay sdo em geral distintos para cada ponto do stencil.
Para a geracao deste tipo de malha adotamos o expediente de se gerar uma malha estru-
turada de coordenadas (a;, b;) € Z de nés interiores i e, em seguida, através de uma fungao
randomica, perturbar de forma independente as coordenadas
a == a; + 0.3 - r;Az, b, = b;+ 0.3 s;Ay, onde r; e s; s2o nimeros randémicos dis-
tribuidos uniformemente no intervalo [—0.5,0.5]. A perturbagao foi definida de modo a
possuir um valor maximo percentual dos pardmetros de malha Az e Ay. Em experimen-
tos adotamos perturbacoes com valor percentual méximo de 30%.

A metodologia descrita nos pardgrafos anteriores foi implementada para a geracao da
aproximagcao por diferencas finitas da equacao de Laplace e, mais adiante, para o problema
de Helmholtz. Em ambos os casos foram utilizadas as malhas 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 e 80 x
80 para o estudo da taxa de convergéncia. Para o caso em que foi utilizada a base canénica
um método de segunda ordem é obtido para malhas uniforme e nao uniforme de acordo
com as taxas nos graficos das Figuras (2a) e (2b), nessa ordem. Uma abordagem analoga
foi feita via polinémios harmonicos. Ao invés de aproximarmos os operadores de derivada,
como feito anteriormente, iremos aproximar a prépria equacao de Laplace, por meio de
uma base de fungoes que a satisfazem identicamente, usando as funcées harmoénicas. Neste
caso, um stencil de sexta ordem para malha ortogonal uniforme e de segunda ordem para
malha nao uniforme foram obtidos, conforme apresentado no estudo de convergéncia das
Figuras (2¢) e (2d), respectivamente.
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Figura 2: Estudo de convergéncia do problema de Laplace para as bases canonica e
harmoénica em malhas uniformes e irregulares. (a) Base canonica e malha uniforme; (b)
Base canonica e malha nao uniforme; (c) Base harmoénica e malha uniforme; (d) Base
harmonica e malha nao uniforme

3 Aplicacao ao problema de Helmholtz: Ondas nao direci-
onais

A investigacdo analitica de ondas em meios nao dispersivos é baseada na Equacao de
Helmbholtz reduzida (ver Babuska e Ihlenburg [3]). Propomos uma abordagem para este
problema em coordenadas polares com dependéncia apenas radial

18<8u

- — 2u = Qc R? 11
o rar)—i—ku 0, em Q C R, (11)

sendo o nimero de ondas k uma constante. Neste caso serd adotada uma metodologia
de resolucao por diferencas finitas de modo que o conjunto de funcées base adotado sera
formado pelas fungoes de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Seja x; = (aj,b;) um
ponto do stencil centrado em x; = (a,b). Para cada né j € A; deste, definimos

rj=/(a—aj)? + (b 1)) (12)
de modo que as fungoes de Bessel associadas serao

)2 4 \6

Jo(krj) =1~ (ktf) + (kgjl) - (51:621 +... (13)
que sao fungdes que satisfazem a equagdao de Helmholtz, cada uma centrada em um dos
nove nés do stencil, com dependéncia apenas radial. Como todas as fungoes da base de
Bessel satisfazem o problema identicamente precisamos, assim como feito no problema
de Laplace, fixar um parametro de alguma maneira conveniente levando-se em conta a
numeracao dos nés do stencil conforme a Figura (1). Isto serd feito impondo-se a restrigao
©|4;] = p9 = 1, que nao satisfaz a EDP de Helmholtz. Com isso, o sistema 9 x 9 terd
termo de fonte nao nulo, donde a solucdo nao trivial é factivel.
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Figura 4: Estudo de convergéncia do problema de Helmholtz para as bases canonica e de
Bessel em malhas uniformes e irregulares. (a) Base canonica e malha uniforme; (b) Base
canonica e malha nao uniforme; (c) Base de Bessel e malha uniforme; (d) Base Bessel e
malha nao uniforme

Este procedimento, empregado em malhas uniformes e fixando o coeficiente ¢, := ¢ =
4, resulta no stencil da Figura (3) cuja simetria implica em

cp=cy=cqg=c3=2A4

(14)
cs =cg=cy=cg = A
sendo que

4 29 2549 473849 10086892607

Ay = — — ——(kh)? — =—(kh)* = —————(kh)’ — —————————(kRh)® ...
5 125 50000 45000000 4704000000000 (15)
1 17 801 76313 1091144231

Ay = —= — —(kh)? — ——(kh)! = ———(kh)’ — —————(kh)®. ..
5 250 50000 22500000 1568000000000

sao os mesmos coeficientes do método Quasi Optimal Finite Difference method(QOFD)
apresentado em [4]. Ou seja, nossa proposta é equivalente ao stencil de poluigdo minima
do método QOFD, um método superior a aproximacgoes feitas com base candnica. De
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fato, os estudos de convergéncia apontam que um método de segunda ordem é obtido
para aproximacao usual seja a malha uniforme ou nao, conforme os graficos (4a) e (4b),
por essa ordem. J& as aproximagoes via base de Bessel resultam em sexta ordem para
malha uniforme e pelo menos terceira ordem para malha nao uniforme conforme consta
nos graficos (4¢) e (4d) de modo respectivo.

4 Conclusoes

Apresentamos estratégias de aproximacdo por diferencas finitas para os problemas
de Laplace e Helmholtz. Para o problema de Laplace foram empregadas uma base de
fungoes harmonicas que se mostrou de sexta ordem em malhas cartesianas uniformes. Para
malhas irregulares mostrou-se com desempenho analogo ao esquema classico de diferencas
de segunda ordem. O problema de Helmholtz foi aproximado tendo como base polinomial
as fungoes de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Esta abordagem apresentou ganhos
significativos relativos & taxas de convergéncia em malhas uniformes e irregulares. De fato,
enquanto que o esquema classico apresentou segunda ordem em ambas as malhas, como
esperado, nossa abordagem apresentou sexta ordem e terceira ordem em malhas regulares
e irregulares, de modo respectivo.
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