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1 Introdução

Um dos problemas em epidemiologia matemática é análise assintótica da estabilidade
global de pontos de equiĺıbrio de sistemas de doenças infecciosas. Neste trabalho foram
calculados algebricamente os pontos de equiĺıbrio de um sistema de equações diferenciais
ordinárias e estudou-se a estabilidade global pelo Prinćıpio da Invariância de La Salle
utilizando uma função de Lyapunov. A função de Lyapunov, apresentada em [1], foi

n∑
i=1

ci(xi − x∗i − x∗i ln
xi
x∗i

) (1)

2 O modelo SIS

Existem doenças infecciosas que mesmo após a recuperação não garantem imunidade
ao indiv́ıduo, podendo tornar-se suscet́ıvel à doença após a infecção. Esse tipo de doença
pode ser modelado pelo sistema SIS (suscet́ıvel-infectado-suscet́ıvel), dado pelo sistema de
equações diferenciais ordinárias:

dS

dt
= Λ−

βSI

S + I
− µS + φI

dI

dt
=

βSI

S + I
− (α+ µ+ φ)I (2)

A população é dividida em duas classes disjuntas, suscet́ıveis (S) e infectados (I), que
variam com o tempo t. Os parâmetros são constantes positivas. Λ é a taxa de suscet́ıveis
correspondente ao nascimento e imigração, µ é a taxa de mortalidade natural, β é o
coeficiente de transmissão da doença, α é a taxa de mortalidade relacionada a doença e φ
é a taxa de indiv́ıduos infectados que voltam ser suscet́ıveis. A região viável das posśıveis
soluções para o sistema (2) é um conjunto positivamente invariante.

Ω =

{
(S, I) ∈ R2 : S ≥ 0, I ≥ 0, S + I ≤

Λ

µ

}
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2

Os pontos de equiĺıbrio livre da doença e endêmico de (2), respectivamente, são: E0 =
(S, I) = (Λ

µ , 0) e E∗ = (S∗, I∗) em que:

S∗ =
Λ

µ+ (α+ µ)(R0 − 1)
I∗ =

Λ(R0 − 1)

µ+ (α+ µ)(R0 − 1)

A taxa de reprodução básica de (2) é R0 = β
α+µ+φ que representa o número médio de

casos secundários que um indiv́ıduo infectado pode gerar em uma classe suscet́ıvel.

2.1 Estabilidade Global dos pontos de equiĺıbrio

Teorema 1. Se R0 ≤ 1, então o ponto de equiĺıbrio livre da doença E0 é globalmente
assintoticamente estável em Ω.

Demonstração: Seja a função de Lyapunov V : {(S, I) ∈ Ω : S > 0} → R dada por

V (S, I) = I2

2 , na qual V (E0) = 0. Pela Regra da Cadeia, temos que a derivada de V em
relação ao tempo t é,

V ′(S, I) = −(α+ µ+ φ)
I2

S + I
[(1−R0)S + I] . (3)

Logo V ′ ≤ 0 quando R0 ≤ 1. Pelo Prinćıpio da Invariância de La Salle, toda solução de
(2) aproxima-se de E0 quando t→∞.

Teorema 2. Se R0 > 1, então o ponto de equiĺıbrio endêmico E∗ é globalmente assinto-
ticamente estável em Ω.

Demonstração: Seja a função de Lyapunov L : {(S, I) ∈ Ω : S, I > 0} → R dada por:

L(S, I) =

[
(S − S∗) + (I − I∗)− (S∗ + I∗) ln

S + I

S∗ + I∗

]
+

(α+ 2µ)(S∗ + I∗)

βI∗

(
I − I∗ − I∗ ln

I

I∗

)
(4)

calculando a derivada de (4), temos pela Regra da Cadeia que a derivada, em relação ao
tempo t, L′(S, I) < 0. Logo, o maior conjunto compacto invariante em {(S, I) ∈ Ω : L′ = 0}
é o ponto isolado {E∗}. Pelo Prinćıpio da Invariância de La Salle, temos que E∗ é global-
mente assintoticamente estável.

O modelo e a função de Lyapunov foram retirados de [2], e feitos os processos algébricos
desta função. Almeja-se analisar a estabilidade global de pontos de equiĺıbrio utilizando
um novo Prinćıpio da Estabilidade de La Salle para equações com ordem fracionária.
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