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1 Introducao

Um dos problemas em epidemiologia matematica é andlise assintética da estabilidade
global de pontos de equilibrio de sistemas de doencas infecciosas. Neste trabalho foram
calculados algebricamente os pontos de equilibrio de um sistema de equacgoes diferenciais
ordinarias e estudou-se a estabilidade global pelo Principio da Invariancia de La Salle
utilizando uma funcéo de Lyapunov. A fungao de Lyapunov, apresentada em [1], foi
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2 O modelo SIS

Existem doencas infecciosas que mesmo apés a recuperagao nao garantem imunidade
ao individuo, podendo tornar-se suscetivel a doenca apds a infeccdo. Esse tipo de doenca
pode ser modelado pelo sistema SIS (suscetivel-infectado-suscetivel), dado pelo sistema de
equacoes diferenciais ordinarias:
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A populagao ¢é dividida em duas classes disjuntas, suscetiveis (S) e infectados (I), que
variam com o tempo t. Os parametros sao constantes positivas. A é a taxa de suscetiveis
correspondente ao nascimento e imigracao, u é a taxa de mortalidade natural, g é o
coeficiente de transmissao da doenca, a é a taxa de mortalidade relacionada a doenca e ¢
é a taxa de individuos infectados que voltam ser suscetiveis. A regido vidvel das possiveis
solugoes para o sistema (2) é um conjunto positivamente invariante.
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Os pontos de equilibrio livre da doenca e endémico de (2), respectivamente, sdo: EY =
(S,I)= (%,O) e E* = (S*,I*) em que:

~ p+(a+p)(Ro—1) ~ p+(a+p)(Ro—1)
A taxa de reprodugao béasica de (2) é Ry = %}iﬂ) que representa o ntimero médio de

casos secundarios que um individuo infectado pode gerar em uma classe suscetivel.

2.1 Estabilidade Global dos pontos de equilibrio

Teorema 1. Se Ry < 1, entdo o ponto de equilibrio livre da doenca E° é globalmente
assintoticamente estdavel em (2.
Demonstragao: Seja a fungao de Lyapunov V' : {(S,I) € Q:S >0} — R dada por

V(S,I) = %, na qual V(E?) = 0. Pela Regra da Cadeia, temos que a derivada de V em

relagao ao tempo t é,
2
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Logo V' < 0 quando Ry < 1. Pelo Principio da Invariancia de La Salle, toda solucao de
(2) aproxima-se de E° quando ¢t — co. m

[(1—=Ro)S+1]. ®3)

Teorema 2. Se Ry > 1, entdao o ponto de equilibrio endémico E* € globalmente assinto-
ticamente estdavel em €.
Demonstragao: Seja a fungao de Lyapunov L : {(S,I) € Q:S,I >0} — R dada por:

L(S,I) = [(S—S*)+(I—I*) —(S*+I")In Ssiﬁ} + (0‘+2“ﬁ)([f* + 1) (1—1* I 1nli*) (4)

calculando a derivada de (4), temos pela Regra da Cadeia que a derivada, em relagao ao
tempo t, L'(S,I) < 0. Logo, o maior conjunto compacto invariante em {(S,I) € Q: L' = 0}
é o ponto isolado { E*}. Pelo Principio da Invariancia de La Salle, temos que E* é global-
mente assintoticamente estavel. m

O modelo e a fungao de Lyapunov foram retirados de [2], e feitos os processos algébricos
desta funcdo. Almeja-se analisar a estabilidade global de pontos de equilibrio utilizando
um novo Principio da Estabilidade de La Salle para equacées com ordem fracionaria.
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