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Resumo. Apresentamos neste artigo as relagbes que permitem escrever um radical duplo

do tipo VA £ +/B como uma soma (ou diferenca) de radicais simples da forma /a 4 v/b.
Empregamos um problema geométrico presente no vestibular do ITA de 1990 para motivar o
estudo de radicais duplos e usamos as relagoes provenientes da transformagao para calcular
a raiz quadrada de nimeros complexos de uma forma simplificada. Os objetivos do trabalho
sao relacionar Geometria e Algebm7 aplicar o estudo de radicais e destacar a importancia
da correlacao de conteidos em sala de aula.

Palavras-chave. Radiciacao, volume da piramide, circuitos elétricos.

Abstract. We present in this article the relationships that allow to write a double radical

of type VA=++/B as a sum (or difference) of simple radicals of the form /a + vb. We
use a geometric problem included in 1990 ITA vestibular to motivate the study of double
radicals and we employ the relations from the transformation to calculate the square root
of complex numbers in a simplified way. The aims of the work are to connect Geometry and
Algebra, apply the study of radicals and highlight the importance of contents correlation in
classroom.
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1 Problema motivador

O problema descrito a seguir foi proposto no vestibular do Instituto Tecnolégico de
Aeronautica (ITA) de 1990.

Seja uma piramide de vértice V e base triangular ABC. O segmento AV, de compri-
mento unitdrio, € perpendicular a base e os angulos das faces laterais, no vértice V., medem
45°, como ilustra a Figura 1(a). Pede-se para calcular o volume da piramide VABC.

Como sabemos, o volume da piramide é determinado pela terca parte do produto
da drea da base pela altura da piramide [4]. Sendo o segmento VA perpendicular ao
triangulo ABC, VA ¢ a altura da piramide. Temos entdo que calcular a drea da base.
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Utilizando propriedades do tridngulo isésceles e o Teorema de Pitdgoras [3], concluimos
que AB = AC = luc e VB = VC = /2uc, como ilustra a Figura 1(b). Aplicando a Lei
dos Cossenos [1] ao triangulo VBC, temos que

BC = \/4 —2v2 =1/4 — V8uc. (1)

(a) (b)

Figura 1: Piramide do problema motivador: (a) dados iniciais; (b) dados complementares.

Antes de calcularmos a area do triangulo ABC', seria possivel escrevermos a medida
do lado BC (1), dada por um radical duplo, como uma soma (ou diferenca) de radicais
simples? [9, 10]

2 Escrevendo radicais duplos como radicais simples

Queremos determinar as relacées que possibilitam a transformacao

VA+ VB =a+ Vb, (2)

sendo A, B, a, b € Q}, com A? > B e nao sendo B um quadrado perfeito. Elevando os
membros da igualdade (2) ao quadrado, obtemos

A+ VB =a+b=+2Vab. (3)
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3
Comparando os lados da igualdade (3), temos que
A=a+b atb=A4
{@:zm:’ w=2 )

As igualdades em (4) mostram que a e b sao as raizes da equagao quadratica

B
22— Ar+ = =0,

4
ou seja,
A+VA2-B
rn=a=———"
2
e
A-VAZ-B
IL‘QZb:#.

Como a > b, o lado direito da Equagao (2) é um ndmero real positivo. A condigao
A% > B, imposta inicialmente, garante que o lado esquerdo da Equacdo (2) também é
um numero real positivo. Essas condicoes eliminam as “raizes estranhas” que podem ser
obtidas ao se elevar uma equagao como (2) ao quadrado, como discutido em Lima et al [7].
Assim, podemos reescrever a igualdade (2) como

VAiVB:¢A+Vf_Bivu_Vf_B. (5)

Logo, o radical duplo pode ser transformado em uma soma (ou diferenca) de radicais
simples se, em (5), A2 — B for um quadrado perfeito, com as condi¢des anteriormente
impostas a A e B.

Retornando ao problema geométrico motivador, constatamos que a medida (1) nao
pode ser reescrita como uma diferenca de radicais simples, uma vez que A =4 e B =38
implicam em A? — B = 8, o qual ndo é um quadrado perfeito.

Dessa forma, aplicando o Teorema de Heron [3,8] ao tridngulo ABC', obtemos para a
area do triangulo ABC' e para o volume da piramide V ABC, respectivamente,

1

ApaABc = 5V 2v/2 — 2ua, (6)
1

WMBC:6V2¢§*ZW- (7)

As medidas (6) e (7) também sao dadas por radicais duplos. Como A = —2 < 0, ndo
podemos empregar a transformacio (5), uma vez que A> — B = —4 e VA2 — B = /-4 =
2i. Contudo, seria possivel usarmos a relagao (5) para calcularmos a raiz quadrada de um
nimero complexo? [5,9]
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3 Calculando a raiz quadrada de um nimero complexo

Consideremos w € C, onde C denota o conjunto dos nimeros complexos [1,2,6], tal
que w? = z = a + bi, sendo i = v/—1 a unidade imaginiria e a,b € R, b > 0. Assim,
utilizando a transformacao (5), temos que

w:j:\/gzj:\/aibi:i\/a:tb\/—lzzt a+ vV —b?,

(8)

Como Va2 + b2 é o médulo do ntimero complexo z [1,2,6], denotado por |z|, podemos

reescrever a igualdade (8) como

()
N <¢|z|2+a i¢<—1><|2zr —a>) |
w:i<\/|z|;ai\/|z|;ai>. (9)

Se |z| for um nimero racional, o nimero complexo w (9) terd as partes real e imaginaria

g
I
H_

™
!

w

dadas por radicais simples.
Apliquemos agora a relagao (9) para solucionar quatro problemas, sendo os dois primeiros
propostos em [9] e o quarto um problema interdisciplinar.

3.1 Problemas aplicados

Problema 1: Calcular /5 + 121.

Sendo z =5+ 12¢, temos a = 5 e b = 12. Logo,
|z| = V5% + 122 =13,

13+5 13-5

\/Z:\/5+12i:i<\/ i +\/ z>

2 2

— 4 (\/§+ ﬂi)
— (34 2i).
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Problema 2: Calcular as raizes r1 e x5 da equacdo 22 — (4 — 2i)z + (11 — 10i) = 0.

A =[—(4—2i)> —4(1)(11 — 104)
=16 — 16i — 4 — 44 + 40i
= —32 4 24i

2= —32+424i, a=-32, b=24

2| = \/(—32)% + 242 = V1600 = 40
Vz=V=32+24i=1=% <\/4032 +\/40+32i>

2 2
:i(\/i+\/36i>
— (24 6i)
(4—20) % (2+60)
N 2
4
o= 0T gy
2
92— 8i .
To = B =1—4

Problema 3: Solucionar a equacio w? + 3i = 0.

w?=-3i=w=+v-3i
z=-3t, a=0,b=3
2| = V32 =3

ﬁ:m:i<\/3;0_\/3;0i>
V3 V3,
vz V2
V6 V6.
2 5!
V6 .
72
V6

Il
H

Il
H

S

w1 = -

[\
\)
S

Problema 4: No circuito ilustrado na Figura 2, a poténcia total sobre a impedancia

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0557 010557-5 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0557

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Z=(234+T7j)Q2¢é 85 =(2-2j)VA. Qual é a diferenca de potencial U, em volts, entre os

terminais A e B?

Figura 2: Circuito elétrico.

Aw

B =

2
A férmula que relaciona S; U e Z em circuitos elétricos é S = - Assim:

U=+VSZ;
U=+/(2-25)(23+7j);
U =+60-—327;

. \/\(60 —32j)[+60 \/](60 — 32j)| — 60],'
2 2 ’

U_\/68+60 \/68—60.'
V9 B J5

U=(8-2j)V.

Observagao 3.1. Simbologia:
e S: poténcia em Volt-ampéres (VA);
o U: diferenca de potencial em Volts (V);
e Z: impedancia em Ohms ();

e j: unidade imagindria (em circuitos elétricos se utiliza i para representar a intensi-
dade de corrente elétrica).

4 Conclusoes

Enquanto professores da Educacao Basica, é importante associarmos os contetdos
estudados em sala de aula, contextualizando-os sempre que possivel. Mostramos neste
artigo algumas relagoes entre niimeros complexos e radicais duplos, enfatizando as conexoes
entre a Geometria e a Algebra e aplicando as propriedades dos radicais em um problema
interdisciplinar. Destacamos que a forma proposta para calcular a raiz quadrada de um
nimero complexo é mais simples do que empregar a Segunda Férmula de Moivre [6], uma
vez que nao dependemos do argumento do niimero complexo.
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