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Resumo. Neste trabalho a dinâmica tumoral foi analisada via um sistema de equações
diferenciais envolvendo a interação de células tumorais, sistema imunológico e tratamento de
quimioterapia, utilizamos o cálculo fracionário com o intuito de analisar diferentes cenários.
Para discutir o sistema de equações de ordem fracionária, utilizamos o método “multi-step
generalized differential transform method”(MSGDTM) e conclúımos que a diminuição na
ordem da derivada fracionária, pode tornar o sistema conveniente para descrever algumas
situações reais.
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1 Introdução

A Organização Mundial da Saúde (OMS) fez uma projeção de 27 milhões de novos
casos de câncer para o ano de 2030 em todo o mundo, e 17 milhões de mortes pela doença.
Os páıses em desenvolvimento serão os mais afetados, entre eles o Brasil. O número de
casos de câncer tem aumentado de maneira considerável em todo o mundo, principalmente
a partir do século passado, configurando-se, na atualidade, como um dos mais importantes
problemas de saúde pública mundial.

Dentre os principais tratamentos desta doença, está o de quimioterapia. No entanto, a
quimioterapia não afeta exclusivamente as células tumorais, existe um conjunto de “pro-
blemas”que este tratamento pode trazer na vida do paciente como, náusea, diarréia, queda
de cabelos, dentre outros.
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Contudo, a obtenção de uma equação diferencial cuja solução descreva bem a realidade
traz consigo enorme dificuldade. Geralmente, quanto mais perto estamos de descrever
perfeita ou adequadamente um problema real, maior é o número de variáveis envolvidas,
e consequentemente, maior a dificuldade para resolve-las. Com o objetivo de refinar a
descrição de equações diferenciais de ordem inteira, o conhecido Cálculo Fracionário ganha
um papel de destaque [3].

A maneira usual de se utilizar esta poderosa ferramenta, é substituir a derivada de
ordem inteira da equação diferencial que descreve um determinado fenômeno, por uma
de ordem não-inteira, geralmente esta derivada tem ordem inferior ou igual à ordem da
derivada original [3, 7]. Naturalmente, esse método nos conduz a necessidade de resolver
as equações diferenciais de ordem não-inteira. Usualmente, a solução de uma equação
diferencial fracionária é dada em termos de um parâmetro (ordem da derivada) e a solução
da respectiva equação de ordem inteira é recuperada como caso particular deste parâmetro
[3, 15].

Dentre as diferentes formas de se buscar soluções para equações diferenciais, tanto de
ordem inteira quanto fracionária, destaca-se a conhecida metodologia das transformadas
integrais, em especial mencionamos a transformada de Laplace, que é conveniente para
problemas com dependência temporal [3]. Para encontrar soluções aproximadas de um
sistema equações diferenciais fracionárias, utilizamos o método conhecido como “Multi-
step Generalized Differential Transform Method”(MSGDTM) [2,10].

Atualmente a modelagem matemática em câncer é uma linha de pesquisa em pleno
desenvolvimento que permite descrever os mecanismos de surgimento e tratamento da
doença [1]. Se o cálculo de ordem não inteira munido com equações diferenciais que
descrevam fenômenos f́ısicos úteis já assume grande importância na obtenção de novos
resultados, quando ligado a equações referente a crescimento tumoral essa relevância é
ainda maior.

Segundo a reportagem publicada na Scientific American - Brasil, de Brendan Borrell
titulada “Estabilizar o câncer pode ser mais importante que curá-lo”, Robert Gatenby, do
Moffitt Cancer Center (MCC), num artigo na revista Nature, diz estar convencido de que
altas doses de quimioterapia prejudicam o sistema imunológico do paciente e estimulam o
crescimento de novos tipos de câncer resistentes à quimioterapia, sem esperança de cura.
Em vez de curar o câncer ele sugere que os médicos tentem estabilizar o tumor num tama-
nho tolerável. (http://www2.uol.com.br/sciam/noticias/estabilizar−o−cancer−pode−ser−
mais −importante−que−cura-lo.html; acessado em 08 out. 2015).

Neste trabalho apresentamos um estudo da modelagem fracionária em dinâmica tumo-
ral, afim de tentar descrever cenários de crescimento de células tumorais no meio ideial,
com e sem tratamento de quimioterapia, e está disposto da seguinte maneira: na seção 2
introduzimos a modelagem fracionária para o sistema de equações diferenciais envolvendo
células tumorais, sistema imunológico e tratamento de quimioterapia, na seção 3 apre-
sentamos o método MSGDTM e obtemos um resultado em conformidade com o artigo
mencionado anteriormente. Por fim, na seção 4 apresentamos nossas conclusões finais.
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2 Modelo de Dinâmica Tumoral

Apresentamos a seguir o modelo baseado nos trabalhos [11–13] que desenvolvem mo-
delos que levam em conta a interação do sistema imunológico com o crescimento tumoral,
incluindo também tratamento quimioterápico. Os parâmetros obtidos no trabalho [12]
foram a partir de experimentos in vivo com ratos em [4], além disso, foram também es-
timados parâmetros a partir de resultados fornecidos em [5]. Em [5] são apresentados
experimentos com pacientes utilizando componentes do sistema imunológico reativos à
presença de células canceŕıgenas, selecionados e clonados in vitro. A partir das simulações
numéricas do modelo, foi observado que, dependendo do tamanho do tumor no momento
em que se iniciam os tratamentos, apenas com a combinação dos tratamentos quimio e
imunoterápicos o tumor é erradicado.

O modelo matemático é descrito a seguir. Sejam N1(t) o número de células tumorais,
I(t) o número de células do sistema imunológico e Q(t) a quantidade de droga quimio-
terápica. Então, baseado em [8,9, 13], temos o seguinte modelo5 de ordem fracionŕia com
0 < βi ≤ 1 para i = 1, 2, 3,



















































dβ1N1

dtβ1

= r1N1

(

1− N1

k1

)

− c1IN1 −
µN1Q
a+Q

dβ2I

dtβ2

= s− d1I +
ρIN1

γ+N1
− c2IN1 −

δIQ
d+Q

,

dβ3Q

dtβ3

= q(t)− λQ

(1)

em que r1N1

(

1− N1

k1

)

representa o crescimento loǵıstico de células tumorias, −c1IN1

redução do tumor devido a ação do sistema imunológico, −µN1Q
a+Q

representa a eliminação
de células tumorais em consequência do tratamento quimioterápico, s fonte de células imu-
nológicas no sistema, −d1I representa a mortalidade natural de células imunológicas, ρIN1

γ+N1

crescimento de células imunológicas devido a existência do tumor no organismo, −c2IN1

inativação das células imunológicas quando agindo nas células tumorais, − δIQ
d+Q

decaimento
de células imunológicas devido ao tratamento de quimioterapia, q(t) representa a infusão
da droga e −λQ é o decaimento natural do tratamento. Todas as constantes são positivas.

3 Multi-step Generalized Differential Transform Method

Segundo [10], a técnica da transformada diferencial (DTM) é um dos métodos anaĺıticos
semi numéricos para equações diferenciais ordinárias e parciais que utiliza a forma de

5No modelo foi aplicado a modelagem fracionária, ou seja, foi substituido a derivada de ordem inteira
por uma não-inteira
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polinômios como aproximações das soluções exatas que são suficientemente diferenciáveis.
A seguir definimos a transformada diferencial, F (k), da k-ésima derivada da função f(t)
e sua transformada inversa [2],

F (k) =
1

k!

[

dkf(t)

dtk

]

t=t0

, f(t) =

∞
∑

k=0

F (k)(t− t0)
k. (2)

De acordo com as equações em (2), temos

f(t) =

∞
∑

k=0

(t− t0)
k

k!

[

dkf(t)

dtk

]

t=t0

, (3)

Assim, o conceito da transformada diferencial é derivado da expansão em série de
Taylor. Para fins de implementação, a função f(t) é expressa por uma série finita, a
equação (2) pode ser escrita como [10],

f(t) ≈

N
∑

k=0

F (k)(t− t0)
k, (4)

sendo N suficientemente grande. Na Tabela 1, mostramos algumas operações da transfor-
mada diferencial.

Tabela 1: Operações da Transformada Diferencial.

Função Original Função Transformada

f(t) = x(t)± v(t) F (k) = X(k) ± V (k)

f(t) = αx(t) F (k) = αX(k)

f(t) = x(t)y(t) F (t) =

k
∑

l=0

X(l)Y (k − l)

f(t) =
dmx(t)

dtm
F (t) = (k + 1)(k + 2)...(k +m)X(k +m)

Já o método MSGDTM, divide o intervalo de busca de solução [t0, T ] em M subinter-
valos [tm−1, tm], m = 1, 2, ...,M , de tamanho h = (T−t0

M
) [2].

Assim, aplicando o método MSGDTM a série de solução para o sistema (1) é:

N1(t) =























































k
∑

0

N11(n)t
β1n, t ∈ [t0, t1]

k
∑

0

N12(n)(t− t1)
β1n, t ∈ [t1, t2] ,

...
k

∑

0

N1M (n)(t− tM−1)
β1n, t ∈ [tM−1, tM ]
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I(t) =
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∑
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Q(t) =
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∑

0

Q1(n)t
β3n, t ∈ [t0, t1]

k
∑

0

Q2(n)(t− t1)
β3n, t ∈ [t1, t2] ,

...
k

∑

0

QM (n)(t− tM−1)
β3n, t ∈ [tM−1, tM ]

sendo que cada N1j(n), Ij(n) e Qj(n) para j = 1, 2, ...,M satisfaz a seguinte relação:















































N1j(k + 1) = G1

[

r1N1j(k)−
r1

k1

k
∑

l=0

N1j(l)N1j(k − l)− c1

k
∑

l=0

Ij(l)N1j(k − l)−
µ

a

k
∑

l=0

N1j(l)Qj(k − l)

]

Ij(k + 1) = G2

[

sφ(k)− d1Ij(k)−
ρ

γ

k
∑

l=0

Ij(l)N1j(k − l)− c2

k
∑

l=0

Ij(l)N1j(k − l)−
δ

d

k
∑

l=0

Ij(l)Qj(k − l)

]

,

Qj(k + 1) = G3 [qφ(k)− λQj(k)]

sendo Gi =
Γ(βik + 1)

Γ(βi(k + 1) + 1)
para i = 1, 2, 3, e φ(k) =

{

1 se k = 0,
0 se k 6= 0.

Na Figura 1, retrataremos o comportamento das células tumorais quando variamos a
ordem da derivada fracionária referente ao sistema imunológico β2, os valores assumidos
para os parâmetros foram baseados nos trabalhos [8, 9, 13],

Figura 1: Gráfico das células tumorais em relação ao tempo (dias), quando variamos a derivada

de ordem não inteira do sistema imunológico β2.
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Em relação a Figura 1, note que quando diminuimos a ordem da derivada fracionária
do sistema imunológico, as células tumorais oscilam com maior frequência, no entanto,
tendem a se estabilizar mais rápido, ou seja, o sistema imunológico fica mais “agressivo”no
combate as células maĺıgnas. O crescimento tumoral se estabiliza, cerca de 110 células, o
que representaria uma massa tumoral inofensiva ao ser humano. Tal situação nos remete
a ideia de que, em alguns casos, a busca pelo controle do crescimento tumoral é tão
importante quanto a busca pela erradicação total do mesmo [9].

4 Conclusões

Utilizamos o método MSGDTM no nosso sistema de equações envolvendo células tumo-
rais, sistema imunológico e tratamento de quimioterapia e fizemos uma análise detalhada
de acordo com a mudança da ordem da derivada fracionária referente ao sistema imu-
nológico. Concluimos que quanto menor a ordem da derivada não inteira referente ao
sistema imunológico, menor será o crescimento tumoral, assim, tendem a se estabilizar
mais rápido [9], fato condizente ao trabalho de [6]. A mudança na ordem da derivada
fracionária para células tumorais, sistema imunológico e tratamento de quimioterapia, nos
possibilita retratar o comportamento das células tumorais em diversos estágios (cresci-
mento ou controle) da doença.

Agradecimentos

LKBK, PFAM e RFC agradecem, respectivamente, à CAPES, à FAPESP (Processo:
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