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Resumo. Neste trabalho a dinamica tumoral foi analisada via um sistema de equagoes
diferenciais envolvendo a interacao de células tumorais, sistema imunolégico e tratamento de
quimioterapia, utilizamos o célculo fracionario com o intuito de analisar diferentes cenarios.
Para discutir o sistema de equagoes de ordem fracionéria, utilizamos o método “multi-step
generalized differential transform method” (MSGDTM) e concluimos que a diminui¢ao na
ordem da derivada fracionaria, pode tornar o sistema conveniente para descrever algumas
situagoes reais.
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1 Introducao

A Organizacao Mundial da Saide (OMS) fez uma projegao de 27 milhoes de novos
casos de cancer para o ano de 2030 em todo o mundo, e 17 milhoes de mortes pela doenga.
Os paises em desenvolvimento serdo os mais afetados, entre eles o Brasil. O nimero de
casos de cancer tem aumentado de maneira consideravel em todo o mundo, principalmente
a partir do século passado, configurando-se, na atualidade, como um dos mais importantes
problemas de satide publica mundial.

Dentre os principais tratamentos desta doenca, esta o de quimioterapia. No entanto, a
quimioterapia nao afeta exclusivamente as células tumorais, existe um conjunto de “pro-
blemas” que este tratamento pode trazer na vida do paciente como, ndusea, diarréia, queda
de cabelos, dentre outros.
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Contudo, a obtengao de uma equagao diferencial cuja solugao descreva bem a realidade
traz consigo enorme dificuldade. Geralmente, quanto mais perto estamos de descrever
perfeita ou adequadamente um problema real, maior é o numero de variaveis envolvidas,
e consequentemente, maior a dificuldade para resolve-las. Com o objetivo de refinar a
descricao de equacoes diferenciais de ordem inteira, o conhecido Calculo Fracionédrio ganha
um papel de destaque [3].

A maneira usual de se utilizar esta poderosa ferramenta, é substituir a derivada de
ordem inteira da equagao diferencial que descreve um determinado fenémeno, por uma
de ordem nao-inteira, geralmente esta derivada tem ordem inferior ou igual a ordem da
derivada original [3,7]. Naturalmente, esse método nos conduz a necessidade de resolver
as equacoes diferenciais de ordem nao-inteira. Usualmente, a solugdo de uma equacao
diferencial fracionéria é dada em termos de um parametro (ordem da derivada) e a solugao
da respectiva equacao de ordem inteira é recuperada como caso particular deste parametro
[3,15].

Dentre as diferentes formas de se buscar solucoes para equagoes diferenciais, tanto de
ordem inteira quanto fracionaria, destaca-se a conhecida metodologia das transformadas
integrais, em especial mencionamos a transformada de Laplace, que é conveniente para
problemas com dependéncia temporal [3]. Para encontrar solugoes aproximadas de um
sistema equagoOes diferenciais fracionarias, utilizamos o método conhecido como “Multi-
step Generalized Differential Transform Method” (MSGDTM) [2,10].

Atualmente a modelagem matematica em cancer é uma linha de pesquisa em pleno
desenvolvimento que permite descrever os mecanismos de surgimento e tratamento da
doenga [1]. Se o célculo de ordem nao inteira munido com equacoes diferenciais que
descrevam fendémenos fisicos uteis ja assume grande importancia na obtencao de novos
resultados, quando ligado a equacoes referente a crescimento tumoral essa relevancia é
ainda maior.

Segundo a reportagem publicada na Scientific American - Brasil, de Brendan Borrell
titulada “Estabilizar o cancer pode ser mais importante que curd-lo”, Robert Gatenby, do
Moffitt Cancer Center (MCC), num artigo na revista Nature, diz estar convencido de que
altas doses de quimioterapia prejudicam o sistema imunolégico do paciente e estimulam o
crescimento de novos tipos de cancer resistentes a quimioterapia, sem esperanca de cura.
Em vez de curar o cancer ele sugere que os médicos tentem estabilizar o tumor num tama-
nho toleravel. (http://www2.uol.com.br/sciam/noticias/estabilizar_o_cancer_pode_ser_
mais _importante_que_cura-lo.html; acessado em 08 out. 2015).

Neste trabalho apresentamos um estudo da modelagem fracionaria em dinamica tumo-
ral, afim de tentar descrever cenarios de crescimento de células tumorais no meio ideial,
com e sem tratamento de quimioterapia, e estd disposto da seguinte maneira: na secao 2
introduzimos a modelagem fraciondria para o sistema de equacoes diferenciais envolvendo
células tumorais, sistema imunolégico e tratamento de quimioterapia, na secdo 3 apre-
sentamos o método MSGDTM e obtemos um resultado em conformidade com o artigo
mencionado anteriormente. Por fim, na secao 4 apresentamos nossas conclusoes finais.
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2 Modelo de Dinamica Tumoral

Apresentamos a seguir o modelo baseado nos trabalhos [11-13] que desenvolvem mo-
delos que levam em conta a interacao do sistema imunolégico com o crescimento tumoral,
incluindo também tratamento quimioterapico. Os parametros obtidos no trabalho [12]
foram a partir de experimentos in vivo com ratos em [4], além disso, foram também es-
timados parametros a partir de resultados fornecidos em [5]. Em [5] sdo apresentados
experimentos com pacientes utilizando componentes do sistema imunoldgico reativos a
presenca de células cancerigenas, selecionados e clonados in vitro. A partir das simulacoes
numéricas do modelo, foi observado que, dependendo do tamanho do tumor no momento
em que se iniciam os tratamentos, apenas com a combinacao dos tratamentos quimio e
imunoterapicos o tumor é erradicado.

O modelo matemadtico é descrito a seguir. Sejam Nj(¢) o nimero de células tumorais,
I(t) o nimero de células do sistema imunolégico e Q(t) a quantidade de droga quimio-
terdpica. Entdo, baseado em [8,9,13], temos o seguinte modelo® de ordem fracionfia com
0<pB; <1parat=1,23,

( dﬁlNl
W = 7’1N1 (1 — ],g—ll) — leNl — ‘L;]_Y_lg
d”1 pIN 5IQ
w = 8_d11+’y+N1 —CQINl—m s (1)
dﬁ:sQ
dtBs = q(t) - \Q

\

em que 71Nq < — 127_11) representa o crescimento logistico de células tumorias, —c1INy
uN1Q

redugao do tumor devido a acao do sistema imunoldgico, —* ~o representa a eliminacao
de células tumorais em consequéncia do tratamento quimioterapico, s fonte de células imu-
noldgicas no sistema, —d; I representa a mortalidade natural de células imunolégicas, V” f]\\f}l
crescimento de células imunolégicas devido a existéncia do tumor no organismo, —col Ny
inativacao das células imunoldgicas quando agindo nas células tumorais, —% decaimento
de células imunoldgicas devido ao tratamento de quimioterapia, ¢(t) representa a infusao

da droga e —\(Q é o decaimento natural do tratamento. Todas as constantes sao positivas.

3 Multi-step Generalized Differential Transform Method

Segundo [10], a técnica da transformada diferencial (DTM) é um dos métodos analiticos
semi numéricos para equacoes diferenciais ordindrias e parciais que utiliza a forma de

5No modelo foi aplicado a modelagem fracionéria, ou seja, foi substituido a derivada de ordem inteira
por uma nao-inteira
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polinémios como aproximagoes das solugoes exatas que sao suficientemente diferencidveis.
A seguir definimos a transformada diferencial, F'(k), da k-ésima derivada da fungao f(t)
e sua transformada inversa [2],

k o0
F(k):%[ddj;gt)]t:to, ZF (t —to)". )

=0

De acordo com as equagoes em (2), temos

0=y (o [ ) 3

k=0

Assim, o conceito da transformada diferencial é derivado da expansao em série de
Taylor. Para fins de implementacao, a fungao f(t) é expressa por uma série finita, a
equagao (2) pode ser escrita como [10],

ZF t—to , (4)

sendo N suficientemente grande. Na Tabela 1, mostramos algumas operagoes da transfor-
mada diferencial.

Tabela 1: Operagoes da Transformada Diferencial.

Funcao Original ~ Fungao Transformada
ft)==z(t)+ovt) F(k)=X(k)£V(k)

f(t) = ax(t) F(k) = OZX(k)
FO) =atu(t)  F) =D XOY (k-
=0
£(t) = ddff) F(t) = (k+ D)k +2)...(k +m)X(k + m)

Ja o método MSGDTM, divide o intervalo de busca de solugao [tg, 7] em M subinter-
valos [ty—1,tm], m =1,2,..., M, de tamanho h = (T];Ito) [2].
Assim, aplicando o método MSGDTM a série de solucao para o sistema (1) é:

ZNM ) t € [to, 1]

ZNH (t —t)"", t € [t,t2] ;

k
S N ()t = tay—)P", t€ [tar—r, tu]
0
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5
ZIl tﬁzn te [to, tl]
I(t) = Zfz (t—t)®",  teln,t]
k
> Tu(n)(t = tar1)®", € [tar1,tu]
[
Z Ql(”)tﬂ?’n, t € [to, t1]
0
k
Qz(n)(t — tl)B?’n, t e [tl, tg] ,
ot -]
Z Qui(n)(t —tar—1)™", t € [tar—1,tu]
sendo que cada Ny;(n), Zj(n) e Q;(n) para j = 1,2, ..., M satisfaz a seguinte relagao:
k
Nlj(k:—Fl) Gy |:7'1N1] ZNM ng —l —Clzz Nl] —%ZNlj(l)Qj(k—l):|
=0

I,k +1) = Go | s0(K) — Ty (k) = £ 3TN (k= 1) = e ST, (0N (k — 1) = Oy
=0

=0 =0

Q;(k+1) = Gsqp(k) — AQ; (k)]
- T(Bik+1) . 1 sek=0,
sendo G; = TEGR+ D+ 1) parai=1,2,3, e ¢(k) = { 0 sek#0.

Na Figura 1, retrataremos o comportamento das células tumorais quando variamos a
ordem da derivada fracionaria referente ao sistema imunoldgico (B2, os valores assumidos
para os parametros foram baseados nos trabalhos [8,9,13],

20U T T T T T

— Betal=l  Beta2=1 Beta3=1
— Betal=1  Beta2=0.9 Belta3=1
—— Betal=1 Beta2=0.8 Betad=1

Células Tumorais

Figura 1: Gréafico das células tumorais em relagao ao tempo (dias), quando variamos a derivada

de ordem nao inteira do sistema imunolégico Ss.
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Em relacao a Figura 1, note que quando diminuimos a ordem da derivada fracionaria
do sistema imunoldgico, as células tumorais oscilam com maior frequéncia, no entanto,
tendem a se estabilizar mais rapido, ou seja, o sistema imunoldgico fica mais “agressivo”no
combate as células malignas. O crescimento tumoral se estabiliza, cerca de 110 células, o
que representaria uma massa tumoral inofensiva ao ser humano. Tal situacao nos remete
a ideia de que, em alguns casos, a busca pelo controle do crescimento tumoral é tao
importante quanto a busca pela erradicacao total do mesmo [9].

4 Conclusoes

Utilizamos o método MSGDTM no nosso sistema de equagoes envolvendo células tumo-
rais, sistema imunoldgico e tratamento de quimioterapia e fizemos uma andlise detalhada
de acordo com a mudanca da ordem da derivada fracionaria referente ao sistema imu-
nolégico. Concluimos que quanto menor a ordem da derivada nao inteira referente ao
sistema imunolégico, menor serd o crescimento tumoral, assim, tendem a se estabilizar
mais rapido [9], fato condizente ao trabalho de [6]. A mudanca na ordem da derivada
fraciondria para células tumorais, sistema imunolégico e tratamento de quimioterapia, nos
possibilita retratar o comportamento das células tumorais em diversos estdgios (cresci-
mento ou controle) da doenca.
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