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Resumo. Neste trabalho, nés apresentaremos técnicas de aproximagoes numéricas do sis-
tema de equagdes que governam o escoamento miscivel incompressivel, em meios porosos
heterogéneos. As aproximagoes da equagao eliptica e da equagdo de convecgao-difusdo serao
obtidas através do método dos elementos finitos mistos e hibridos, utilizando espacos de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem. O estudo serd realizado para o caso unidimensio-
nal. Porém, os métodos desenvolvidos podem ser aplicados, sem grandes alteracoes, em
problemas que envolvam duas ou mais dimensoes. Esse tipo de técnica de aproximagao é
bastante empregada para a obtencao da velocidade de Darcy e da pressao em meios porosos
heterogéneos. Nesse caso, a solucao do sistema de equagoes possui baixa regularidade. Isso
ocorre, por exemplo, por conta da descontinuidade da permeabilidade, que é o parametro
que caracteriza a incerteza inerente & formagao geoldgica cadtica do meio. As formulagoes
fracas da equacao de convecgao-difusao e da equagao da velocidade de fluxo de concentragao
dardo origem a um problema de valor inicial (PVI), que dependerd da velocidade de Darcy.
Tal PVI serd representado por uma equacao diferencial ordindria na varidvel que fornece
os valores de concentracdo, em um dado intervalo de tempo, [tinicial; tfinat]. O PVI serd
resolvido por uma adaptacao no método de Adams-Moulton de ordem 2. A velocidade de
Darcy serd calculada no tempo t;niciar- Nos demais instantes de tempo, pertencentes ao
intervalo dado, os valores da velocidade serao obtidos por extrapolagao linear.

Palavras-chave. Escoamentos misciveis, elementos finitos mistos e hibridos, convecgao-
difusdo, meios porosos.

1 Introducao

Neste trabalho, nés consideraremos elementos finitos mistos e hibridos e espagos de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem [1-3] para aproximarmos a equacao eliptica e a
equacao de convecgao-difusdo. Tais equagOes correspondem ao modelo de escoamento
miscivel incompressivel da mistura de dleo e solvente, com concentragao ¢, em um meio
livre de efeitos gravitacionais. O sistema de equagodes governantes, no caso unidimensional,
é dado por

ou -K Jc 0
— = —— Pz, _— = — dm + d T c )
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onde u é a velocidade de Darcy; K = IC(z) é a permeabilidade absoluta da rocha, € ) =
[Tmin, Tmaz]; = p(c) é a viscosidade do fluido, que depende da concentracao do solvente,
c=c(z,t),t € J=1[0,T], T > 0; ¢, é a derivada parcial da concentracdo em relagao a x;
p = p(x) é a pressdo da mistura e p, é a sua derivada parcial; a porosidade do meio é ¢,
que serd considerada constante e positiva; ¢ = ¢(x,t) é um termo de fonte, ou sumidouro,
representando uma razao volumétrica de fluxo nos pocos de injecdo e producdo; ¢ é a
concentracao especificada no pogo de injecao ou residente no poco de producao; dy > 0
é o coeficiente de dispersao longitudinal e d,,, > 0 é o coeficiente de difusdo molecular.
D(u) = ¢dp, + |u| dy é o termo de difusao-dispersao. As condigoes de fronteira sao:

U(Tmin) =0, P(Tmaz) =0, e (=D(u)ez)(@min) = (—D(u)cz)(Tmaz) = 0, (2)

A condicao inicial é dada por ¢(z,0) = co(x), Vo € Q. O dominio serd particionado em n
subdominios como mostrado na Fig. 1,

[ @ @ @ & @ @ @ @ g
o = Tmin, | ) LTi—1 Zi Tp—2 Tp—1 Tn = Tmax

Figura 1: Elementos E = F; da particao do dominio €.

n _
onde ) = U Qi; QZ = [561;1,56@'] = E@ € hl =Ty — Tj—1.
i=1
Cada problema local de aproximagao em E = [Zinf, Tsup|, um elemento qualquer
da decomposicao de 2 em subdominios, possuird 5 incégnitas: 2 multiplicadores (¢ 1, e
‘g r), 2 componentes de fluxo (Vg 1 e Vg r) e 1 valor constante de pressao (pg) ou de

concentracgao (cg), e levard em consideragao as seguintes observagoes:

® hp = Toup — Ting; TE = (Tinf + Tsup)/2. Valores de pressao, concentracao e termo
fonte serao considerados constantes por elemento e serao denotados, respectivamente,
por: pg, cg ¢ qg. Além disso, Wg 1(2) = ( — Zsup)hp', Wer(®) = (2 — ing)hy"
e Qr = hp qg;

e Na fronteira de E,JF, a pressao e a concentracao serao constantes e denotaremos
seus valores por
(p) () (o) (c)
p(xinf) = 6E,L? p(xsup) = gE,R? C(xinf) = EE,La € C(xsup) = €E7R7
onde os subscritos L e R fazem mencao aos valores de pressao e concentragao nas
fronteiras esquerda e direita, respectivamente. Esses valores sdo conhecidos como
multiplicadores de Lagrange.

e O coeficiente a = K(x)u~*(c) serd constante por elemento, sendo denotado por ag.

e Porosidade, coeficiente de difusao molecular e coeficiente de dispersao longitudinal
serao constantes por elemento e seus valores serao denotados, respectivamente, por:
Vg, dm,E € dp p. Além disso, a velocidade, Vg, no elemento E, de fluxo de pressao,
ou de concentracao, serd aproximada por Vg(x) = Ve Wg r(z) + Ve r Wg r(x),
onde Vg 1, e Vg r sao escalares (a serem determinados) da combinagao linear das
funcoes linearmente independentes Wg r(x) e Wg g(z).
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Note que Wg (zinf) = =1 ¢ WEg 1(Tsup) = 0; Wg r(Ting) = 0 ¢ Wi r(Tsup) = 1;
Wg,L(Tg) = —0.5 ¢ Wgr(Tr) = 0.5; Wg (z) = Wg g(z) = hp'. Além disso, se x =
Ting + hpX, entdo Wg (x) = (X — 1) e Wg r(z) = X. Seja g(x) = p(z) ou g(x) = c(x).
Assim, usando integracdo por partes, temos que

g (@) W(x)dz = [g(z) W (z)]5" - / g(x) W'(z) dz.
Tinf Zinf

Na formulagao fraca do sistema de equagoes governantes (1), com condigdes de fronteira
(2) dadas anteriormente, os seguintes resultados serdo importantes:

Tsup 1
X —1)3 1
O [ Wenle))? e = / (X —1)2dX = hy [%} ~ hps.
Tsup
5 X371 1
(H) (WE,R( )) dr = hE X“dX = hE 3 = hE§
it / X3 x? 1
(I11) /WER z)Wg (x hE/X -1) dX—hE[?—T} :—hEa.
Tinf 0 0
Tsup Tsup
(Iv) — / () Wg (x)dx = gp — Esgg?L e — / g (x)Wg r(z)de = gp — Bg?R.
2 Aproximacao da Equacao Eliptica
Seja E = [®inf, Tsup| um elemento qualquer da particdo do dominio ©. Como a
velocidade de Darcy é dada por u = —K(z)u '(c) ps, entdo a formulacao fraca de u é
dada por
Tsup Tsup
/ (up, L Wg.(x) +upr Wg r(x) W(z)de = — / K(z)p t(e(x)) pe W (z) d,
Tinf Tinf

onde W serd dado por Wg 1, ou Wg g. Consultando o final da secao 1, obtemos um sistema
nas incégnitas ug g € ug, . Assim,
UE R 1| 1 1| lER
| =agpe A —ag A s
[UE,L} P E[l] E[EE,L}
onde

R TR R N A

Seja sg g, p € {R,L}, a soma dos elementos da linha (ou coluna) 8 da matriz Ap.
Logo, sEg—ZAEﬁa—Gh . Assim,

UEﬁ_aEpESEB_aEZAEBaeEmV/BG{R L}. (3)
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Além disso, se Sgp =) spg =12 hgl, entdo sg 3/Sg = 0.5.
B

Definicao 2.1. Dados um elemento E da particdo do dominio e uma extremidade 3 desse
elemento, denotaremos por E o elemento vizinho a E com relacdo a extremidade 8. Além
disso, no elemento E, a extremidade equivalente a extremidade B, em E, serd denotada
por 3. Assim, se B = R, entio 8 = L; se B = L, entdo g =R. O comprimento do
intervalo E serd denotado por h.

Da definigdo anterior, considerando-se, por exemplo, E = [z;_1,2;] e § = L, entao
E = [Xi—2,mi—1] € B = R. Se B = R, entdo E = [, iv1] € B = L. Dessa forma,
podemos concluir que a matriz A 5 tem a mesma estrutura da matriz A E, bastando trocar
hg por hz. Assim, de acordo com a equagao (3), podemos escrever

Upg = OEPESEE ~ 05 ) AR galEa s V8 € 1B LE
[e%

Definicao 2.2. Seja x5 uma das extremidades do elemento E (se f = L, entio xg €
o extremo inferior de E; xg serd o extremo superior, se f = R). Dizemos que o fluzxo
relacionado a velocidade de Darcy € continuo em xg, se ug(xg) = uE(xB/).

Lembrando-se de que ug(zg) = up, Wg,(xg) + up,r Wg, r(xg) e utilizando as ob-
servacoes feitas no final da secao 1, a relagao de continuidade de fluxo é dada por

uE75—|—uEﬂ, =0&agpE SE,s—AaE ZAEvBO‘ EE,a +agppgp Sga —OF ZAE,B'a EE@ =0,
[e% [e%
que € equivalente a
AEPESES T QPR SE g = OF Z Agpalpa+ag Z A g alE o
[0 [e%

Seja W (z) uma funcdo constante nao nula. A formulacdo fraca da equacao eliptica,
no elemento F, é dada por

Tsup Tsup
0
B_Z W(z)dx = / qW(z)dx,

ou seja, (up +upr)hy =qr © uprtupr=hpqs=Qr & Y. ups= Q.
B

Utilizando as expressoes das componentes ortogonais do fluxo (Eq. 3), obtemos a
seguinte formulacao fraca da equacao eliptica:

agppEe SE — g Z 5EalEa = QEF. (4)
(6%
Para eliminar pg do sistema global, reescrevemos a equacao 4 como segue:

E SE E SE,a SE,
Qg PE = g—E +ag Z S; o < QEPESER = g—E Spptag Z gTﬁeE,a-
« «

Definimos, para cada elemento F, a matriz simétrica, og, com elementos g .3 =

-1 .
5E.aSEgSy - Assim, CERR OB.RL 3 3

O = = hgl
OB,LR OE,LL 3 3
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Das observagoes anteriores e da relagao de continuidade do fluxo, obteremos um sistema
global que dependerd apenas dos multiplicadores de Lagrange:

n " Qe+ Qg

ap % <AE7504 — O'E,Ba> lg o+ ag ; (Aﬁﬂfa — UE,ﬁ'a) Eﬁa = —
Considere uma particdo de Q = [Zimin, Tmaz] com n subintervalos. Nesse caso, as
incognitas serao os multiplicadores de Lagrange: £y, £1,...,¢,_1. Note que £, = 0, devido

a condicao de Dirichlet. Para facilitar a apresentacdo da matriz vamos considerar as
incognitas enumeradas como segue: L; = ¢; 1,1 < i < n. Para n = 5, a matriz global é

dada por
ap byt —ay byt 0 0 0
—ay h;l ai h;l + as hgl —a9 hgl 0 0
A= 0 —aghy* ashy' +azhy? —agzh3? 0
0 0 —asg hgl as hgl + ay th —ay th
0 0 0 —ag byt ashy' +ashg?

e o vetor de termos independentes é dado por:

Bt=[3qah i(qhi+aqhs) i(g2he+qshs) 0.5(qshs+qihs) (quha+qshs) .
No caso geral, a matriz global é tridiagonal simétrica e definida positiva e tem elementos
ann =Ar=ar byl ay=Ai+Ai_1; a1 =—Ai_1,onded; =a;h; 1, 2<i<n,

e aji41 = —A;; 1 <17 < n—1. A demonstragao ¢ feita por inducao finita e devemos
mostrar que

n—1
v Av = ZAZ (Ui _Ui+1)2 +Anv,21 >0,VneN,
=1

onde vt = (vy,v9, -+ ,v,) # (0,0,---,0). Note que v* Av >0, pois 4; > 0Vi, 1 <i<n.
Como v’ # 0, entdao v* Av > 0. De fato, v/ Av=0=v, =0ev; =v;41, 1 <i<n—1=
v; =0, Vi, 1 <7< n, o que seria uma contradicao.

3 Aproximacao da Equagao de Conveccgao-Difusao

A velocidade do fluxo de concentragao é dada por V = v+uc = —[p dy, +|u| dg] e +uc.
Em E = [Zinf, Teup|, essa velocidade serd aproximada por Vg(x) = vpr Wgr(z) +
vp,r WE,r(2) + cgup(z). Com a notacao do final da secao 1, consideraremos a seguinte
aproximacao: |ug(z)| ~ |ug,L We,L(Te) + up,r WE rR(TE)| = 0.5 lup,r — up,L| = [ug|. A
seguir, exibimos a formulacao fraca para a velocidade V, no elemento E.

Tsup Tsup
/ e, tWEe,L(x) +ve,rRWE R(2)|W (z)dr = —ppdnE / ce W(z)dzx
Tinf Tinf
Tsup
—dy.i / lug(x)| cg W(x) d.
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A integral do lado esquerdo da igualdade anterior serd aproximada pela Regra do
Trapézio. Na integral do lado direito, |ug(x)| serd aproximado por [ug|. Seguindo o

mesmo procedimento da formulgao da velocidade de Darcy, segao 2, obteremos vg g =

QaS)h;Jl(cE — ﬁg)ﬁ), onde ag) = ¢pdnE + depltp|. Nesta segdo, denotaremos Eg)ﬁ

simplesmente por /g g. Quando consideramos um elemento vizinho ao elemento £, com
respeito a extremidade (3, uma expressao andloga para v g ¢ obtida. Note que (g g =

14 B = ¢. Assim, da relagao de continuidade do fluxo (consulte a definigao 2.2 e o pardgrafo

que a segue), obtemos (c)th + a(~)c hE

t= (5)
alhs + a(c)h
Substituindo o valor de £ na expressao da componente ortogonal do fluxo, obtemos
249 )
E"E
(C) hE + a( c) h
onde ¢ 5 é a concentracao no elemento vizinho a F, com respeito a extremidade f.
A formulacgao fraca para a equacao de conveccao-difusao é dada por

VEp = (ce —cgg) = app 5(ce — cp ), (6)

Tsup Tsup
0 oV (x
/ [gpa—i + 3( )]W dr = / cqW dx, com W constante nao nula.
cE
Portanto, YE hg + [ve,L +ve R = (CE — cE) qE hE. (7)

No pogo de injegao (E1), ¢g = 1; no pogo de producao (E,), ¢cg = cg. Nas apro-
ximagoes envolvendo o tempo, o intervalo J = [0, 7] serd decomposto em n; subintervalos
de comprimento At =Tn, ! Seja f uma funcéo dependendo do tempo e definida em F,

usaremos a notagao: f](}) = fr(t;), onde t; = iAt. Dados os valores de f(l b fg—z)’ o

valor de fg) serd calculado por extrapolagao linear: fE 2fp (@-1) fE . Essa apro-
ximagao preservard a identidade relacionada a formulacao fraca da equacao eliptica. Ou
seja, se a identidade vale nos tempos t;_1 e t;_o, entao, u%),R + u%),L = q%) hg.

Aplicando o método de Adams-Moulton de ordem 2 na EDO anterior (7), obtemos

(i) i At O
prhpcy) + Zam — e )+ Sy —ag e = (8)

i— At i— i— i— At i— i— 7
EhEC( b_ 3 Zaéﬁg(cg«; Y _C%ﬁl)) - 7(059 Y _6(]5 1))%(9 1)hE-

Para atender as condigoes de fronteira, a equagao anterior (8) deve ser reescrita ade-
quadamente no pogo de injecao (¢gg = Q > 0), no pogo de producdo (gg = —Q) e nos
demais elementos, onde g = 0. Como exemplo, consideremos n = 3 e, para cada elemento
E=F;,1<j<n-14;= ag)ﬁ R O sistema nas incognitas cg) tem matriz simétrica

)

hip1 + 0.5At(A1 + hlql) —0.5AtA; 0
A= _0.5ALA; hogs + 0.5AHA, + A3)  —0.5A1As
0 —0.5At142 hgtpg + 05At142
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e as coordenadas do vetor de termos independentes sao dadas por:
RHy = [hr = SHAT + g ™)™ + 32Tl + Shinfal ™ + o

RH; = §LATD e o, - 51 AT+ ATV SATT DD 2 < j <

RH, = 840D 7D [ o Bt AG=1) fi-1)

Ch—1
Pode-se mostrar, por inducao finita, que a matriz A é definida positiva. Para isto,
basta mostrar que

At
v Av—Zhlgozv +— ZA —vi+1)2+7h1q1v% >0,VneN,

onde v! = (1)1,’[)2, ,vn) # (0,0, -- ,0).

4 Conclusoes

Cada discretizacao apresentada gerou um sistema linear com matriz simétrica e definida
positiva. Na formulacao fraca da equacao eliptica, o sistema global ficou em funcao dos
multiplicadores de Lagrange. Assim, resolvendo-se tal sistema, cada problema local (5
incognitas) é resolvido como segue: em cada elemento finito, os dois multiplicadores de
Lagrange s@o fornecidos pela solugao do sistema global; a pressao é obtida da equacao
4 e as duas componentes do fluxo de pressao sao obtidas da equacao 3. Na formulacao
fraca da equacao de convecgao-difusao, o sistema global ficou em funcao das concentracoes.
Assim, em cada elemento, a concentracao é dada pela pela solucao do sistema global; os
dois multiplicadores de Lagrange sao fornecidos pela equacao 5 e as duas componentes do
fluxo de concentracao sao obtidas da equagao 6.
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