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Resumo. Neste trabalho, nós apresentaremos técnicas de aproximações numéricas do sis-
tema de equações que governam o escoamento misćıvel incompresśıvel, em meios porosos
heterogêneos. As aproximações da equação eĺıptica e da equação de convecção-difusão serão
obtidas através do método dos elementos finitos mistos e h́ıbridos, utilizando espaços de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem. O estudo será realizado para o caso unidimensio-
nal. Porém, os métodos desenvolvidos podem ser aplicados, sem grandes alterações, em
problemas que envolvam duas ou mais dimensões. Esse tipo de técnica de aproximação é
bastante empregada para a obtenção da velocidade de Darcy e da pressão em meios porosos
heterogêneos. Nesse caso, a solução do sistema de equações possui baixa regularidade. Isso
ocorre, por exemplo, por conta da descontinuidade da permeabilidade, que é o parâmetro
que caracteriza a incerteza inerente à formação geológica caótica do meio. As formulações
fracas da equação de convecção-difusão e da equação da velocidade de fluxo de concentração
darão origem a um problema de valor inicial (PVI), que dependerá da velocidade de Darcy.
Tal PVI será representado por uma equação diferencial ordinária na variável que fornece
os valores de concentração, em um dado intervalo de tempo, [tinicial, tfinal]. O PVI será
resolvido por uma adaptação no método de Adams-Moulton de ordem 2. A velocidade de
Darcy será calculada no tempo tinicial. Nos demais instantes de tempo, pertencentes ao
intervalo dado, os valores da velocidade serão obtidos por extrapolação linear.

Palavras-chave. Escoamentos misćıveis, elementos finitos mistos e h́ıbridos, convecção-
difusão, meios porosos.

1 Introdução

Neste trabalho, nós consideraremos elementos finitos mistos e h́ıbridos e espaços de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem [1–3] para aproximarmos a equação eĺıptica e a
equação de convecção-difusão. Tais equações correspondem ao modelo de escoamento
misćıvel incompresśıvel da mistura de óleo e solvente, com concentração c, em um meio
livre de efeitos gravitacionais. O sistema de equações governantes, no caso unidimensional,
é dado por

∂u

∂x
= q, u =

−K

µ(c)
px, e ϕ

∂c

∂t
−

∂

∂x
{[ϕdm + |u| dℓ] cx − u c} = c̃ q, (1)
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onde u é a velocidade de Darcy; K = K(x) é a permeabilidade absoluta da rocha, x ∈ Ω =
[xmin, xmax]; µ = µ(c) é a viscosidade do fluido, que depende da concentração do solvente,
c = c(x, t), t ∈ J = [0, T ], T > 0; cx é a derivada parcial da concentração em relação a x;
p = p(x) é a pressão da mistura e px é a sua derivada parcial; a porosidade do meio é ϕ,
que será considerada constante e positiva; q = q(x, t) é um termo de fonte, ou sumidouro,
representando uma razão volumétrica de fluxo nos poços de injeção e produção; c̃ é a
concentração especificada no poço de injeção ou residente no poço de produção; dℓ > 0
é o coeficiente de dispersão longitudinal e dm > 0 é o coeficiente de difusão molecular.
D(u) = ϕdm + |u| dℓ é o termo de difusão-dispersão. As condições de fronteira são:

u(xmin) = 0, p(xmax) = 0, e (−D(u)cx)(xmin) = (−D(u)cx)(xmax) = 0, (2)

A condição inicial é dada por c(x, 0) = c0(x), ∀x ∈ Ω. O domı́nio será particionado em n
subdomı́nios como mostrado na Fig. 1,

bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc
x0 = xmin x1 x2 xi−1 xi xn−2 xn−1 xn = xmax

Figura 1: Elementos E = Ei da partição do domı́nio Ω.

onde Ω =
n⋃

i=1
Ωi; Ωi = [xi−1, xi] = Ei e hi = xi − xi−1.

Cada problema local de aproximação em E = [xinf , xsup ], um elemento qualquer
da decomposição de Ω em subdomı́nios, possuirá 5 incógnitas: 2 multiplicadores (ℓE,L e
ℓE,R), 2 componentes de fluxo (VE,L e VE,R) e 1 valor constante de pressão (pE) ou de
concentração (cE), e levará em consideração as seguintes observações:

• hE = xsup − xinf ; xE = (xinf + xsup)/2. Valores de pressão, concentração e termo
fonte serão considerados constantes por elemento e serão denotados, respectivamente,
por: pE , cE e qE. Além disso, WE,L(x) = (x − xsup)h

−1
E , WE,R(x) = (x − xinf )h

−1
E

e QE = hE qE;

• Na fronteira de E, ∂E, a pressão e a concentração serão constantes e denotaremos
seus valores por

p(xinf ) = ℓ
(p)
E,L, p(xsup) = ℓ

(p)
E,R, c(xinf ) = ℓ

(c)
E,L, e c(xsup) = ℓ

(c)
E,R,

onde os subscritos L e R fazem menção aos valores de pressão e concentração nas
fronteiras esquerda e direita, respectivamente. Esses valores são conhecidos como
multiplicadores de Lagrange.

• O coeficiente a = K(x)µ−1(c) será constante por elemento, sendo denotado por aE .

• Porosidade, coeficiente de difusão molecular e coeficiente de dispersão longitudinal
serão constantes por elemento e seus valores serão denotados, respectivamente, por:
ϕE , dm,E e dℓ,E. Além disso, a velocidade, VE , no elemento E, de fluxo de pressão,
ou de concentração, será aproximada por VE(x) = VE,LWE,L(x) + VE,RWE,R(x),
onde VE,L e VE,R são escalares (a serem determinados) da combinação linear das
funções linearmente independentes WE,L(x) e WE,R(x).
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Note que WE,L(xinf ) = −1 e WE,L(xsup) = 0; WE,R(xinf ) = 0 e WE,R(xsup) = 1;
WE,L(xE) = −0.5 e WE,R(xE) = 0.5; W ′

E,L(x) = W ′

E,R(x) = h−1
E . Além disso, se x =

xinf + hEX, então WE,L(x) = (X − 1) e WE,R(x) = X. Seja g(x) = p(x) ou g(x) = c(x).
Assim, usando integração por partes, temos que

xsup∫

xinf

g′(x)W (x) dx = [g(x)W (x)]xsup

xinf
−

xsup∫

xinf

g(x)W ′(x) dx.

Na formulação fraca do sistema de equações governantes (1), com condições de fronteira
(2) dadas anteriormente, os seguintes resultados serão importantes:

(I)

xsup∫

xinf

(WE,L(x))
2 dx = hE

1∫

0

(X − 1)2 dX = hE

[
(X − 1)3

3

]1

0

= hE
1

3
.

(II)

xsup∫

xinf

(WE,R(x))
2 dx = hE

1∫

0

X2 dX = hE

[
X3

3

]1

0

= hE
1

3
.

(III)

xsup∫

xinf

WE,R(x)WE,L(x) dx = hE

1∫

0

X (X − 1) dX = hE

[
X3

3
−

X2

2

]1

0

= −hE
1

6
.

(IV) −

xsup∫

xinf

g′(x)WE,L(x) dx = gE − ℓ
(g)
E,L e −

xsup∫

xinf

g′(x)WE,R(x) dx = gE − ℓ
(g)
E,R.

2 Aproximação da Equação Eĺıptica

Seja E = [xinf , xsup ] um elemento qualquer da partição do domı́nio Ω. Como a
velocidade de Darcy é dada por u = −K(x)µ−1(c) px, então a formulação fraca de u é
dada por

xsup∫

xinf

[uE,LWE,L(x) + uE,RWE,R(x)]W (x) dx = −

xsup∫

xinf

K(x)µ−1(c(x)) px W (x) dx,

ondeW será dado porWE,L ou WE,R. Consultando o final da seção 1, obtemos um sistema
nas incógnitas uE,R e uE,L. Assim,

[
uE,R

uE,L

]
= aE pE A−1

E

[
1
1

]
− aE A−1

E

[
ℓE,R

ℓE,L

]
,

onde

AE = hE

[
1/3 −1/6

−1/6 1/3

]
e A−1

E = ÂE =
1

hE

[
4 2
2 4

]
.

Seja sE,β, β ∈ {R,L}, a soma dos elementos da linha (ou coluna) β da matriz ÂE .

Logo, sE,β =
∑
α

ÂE,βα = 6h−1
E . Assim,

uE,β = aE pE sE,β − aE
∑

α

ÂE,βα ℓE,α, ∀ β ∈ {R,L}. (3)
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Além disso, se SE =
∑
β

sE,β = 12h−1
E , então sE,β/SE = 0.5.

Definição 2.1. Dados um elemento E da partição do domı́nio e uma extremidade β desse
elemento, denotaremos por Ẽ o elemento vizinho a E com relação à extremidade β. Além
disso, no elemento Ẽ, a extremidade equivalente à extremidade β, em E, será denotada
por β

′

. Assim, se β = R, então β
′

= L; se β = L, então β
′

= R. O comprimento do
intervalo Ẽ será denotado por h

Ẽ
.

Da definição anterior, considerando-se, por exemplo, E = [xi−1, xi] e β = L, então
Ẽ = [xi−2, xi−1] e β

′

= R. Se β = R, então Ẽ = [xi, xi+1] e β
′

= L. Dessa forma,
podemos concluir que a matriz Â

Ẽ
tem a mesma estrutura da matriz ÂE , bastando trocar

hE por h
Ẽ
. Assim, de acordo com a equação (3), podemos escrever

u
Ẽ,β

′ = a
Ẽ
p
Ẽ
s
Ẽ,β

′ − a
Ẽ

∑

α

Â
Ẽ,β

′
α
ℓ
Ẽ,α

, ∀ β ∈ {R,L}.

Definição 2.2. Seja xβ uma das extremidades do elemento E (se β = L, então xβ é
o extremo inferior de E; xβ será o extremo superior, se β = R). Dizemos que o fluxo
relacionado à velocidade de Darcy é cont́ınuo em xβ, se uE(xβ) = u

Ẽ
(xβ′ ).

Lembrando-se de que uE(xβ) = uE,LWE,L(xβ) + uE,RWE,R(xβ) e utilizando as ob-
servações feitas no final da seção 1, a relação de continuidade de fluxo é dada por

uE,β +u
Ẽ,β

′ = 0 ⇔ aE pE sE,β − aE
∑

α

ÂE,βα ℓE,α+ a
Ẽ
p
Ẽ
s
Ẽ,β

′ − a
Ẽ

∑

α

Â
Ẽ,β

′
α
ℓ
Ẽ,α

= 0,

que é equivalente a

aE pE sE,β + a
Ẽ
p
Ẽ
s
Ẽ,β

′ = aE
∑

α

ÂE,βα ℓE,α + a
Ẽ

∑

α

Â
Ẽ,β

′
α
ℓ
Ẽ,α

.

Seja W (x) uma função constante não nula. A formulação fraca da equação eĺıptica,
no elemento E, é dada por

xsup∫

xinf

∂u

∂x
W (x) dx =

xsup∫

xinf

qW (x) dx,

ou seja, (uE,L + uE,R)h
−1
E = qE ⇔ uE,L + uE,R = hE qE = QE ⇔

∑
β

uE,β = QE.

Utilizando as expressões das componentes ortogonais do fluxo (Eq. 3), obtemos a
seguinte formulação fraca da equação eĺıptica:

aE pE SE − aE
∑

α

sE,α ℓE,α = QE . (4)

Para eliminar pE do sistema global, reescrevemos a equação 4 como segue:

aE pE =
QE

SE

+ aE
∑

α

sE,α

SE

ℓE,α ⇔ aE pE sE,β =
QE

SE

sE,β + aE
∑

α

sE,α sE,β

SE

ℓE,α.

Definimos, para cada elemento E, a matriz simétrica, σE , com elementos σE,αβ =
sE,α sE,β S

−1
E . Assim,

σE =




σE,RR σE,RL

σE,LR σE,LL


 = h−1

E




3 3

3 3


 .
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Das observações anteriores e da relação de continuidade do fluxo, obteremos um sistema
global que dependerá apenas dos multiplicadores de Lagrange:

aE
∑

α

(
ÂE,β α − σE,βα

)
ℓE,α + a

Ẽ

∑

α

(
Â

Ẽ,β
′
α
− σ

Ẽ,β
′
α

)
ℓ
Ẽ,α

=
QE +Q

Ẽ

2
.

Considere uma partição de Ω = [xmin, xmax] com n subintervalos. Nesse caso, as
incógnitas serão os multiplicadores de Lagrange: ℓ0, ℓ1, . . . , ℓn−1. Note que ℓn = 0, devido
à condição de Dirichlet. Para facilitar a apresentação da matriz vamos considerar as
incógnitas enumeradas como segue: Li = ℓi−1, 1 ≤ i ≤ n. Para n = 5, a matriz global é
dada por

A =




a1 h
−1
1 −a1 h

−1
1 0 0 0

−a1 h
−1
1 a1 h

−1
1 + a2 h

−1
2 −a2 h

−1
2 0 0

0 −a2 h
−1
2 a2 h

−1
2 + a3 h

−1
3 −a3 h

−1
3 0

0 0 −a3 h
−1
3 a3 h

−1
3 + a4 h

−1
4 −a4 h

−1
4

0 0 0 −a4 h
−1
4 a4 h

−1
4 + a5 h

−1
5




e o vetor de termos independentes é dado por:

Bt =
[

1
2q1 h1

1
2(q1 h1 + q2 h2)

1
2(q2 h2 + q3 h3) 0.5(q3 h3 + q4 h4)

1
2(q4 h4 + q5 h5)

]
.

No caso geral, a matriz global é tridiagonal simétrica e definida positiva e tem elementos

a11 = A1 = a1 h
−1
1 ; aii = Ai +Ai−1; ai,i−1 = −Ai−1, ondeAi = ai h

−1
i , 2 ≤ i ≤ n,

e ai,i+1 = −Ai, 1 ≤ i ≤ n − 1. A demonstração é feita por indução finita e devemos
mostrar que

vtAv =

n−1∑

i=1

Ai (vi − vi+1)
2 +An v

2
n > 0 ,∀n ∈ N,

onde vt = (v1, v2, · · · , vn) 6= (0, 0, · · · , 0). Note que vt Av ≥ 0, pois Ai > 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ n.
Como vt 6= 0, então vtAv > 0. De fato, vtAv = 0 ⇒ vn = 0 e vi = vi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1 ⇒
vi = 0, ∀ i, 1 ≤ i ≤ n, o que seria uma contradição.

3 Aproximação da Equação de Convecção-Difusão

A velocidade do fluxo de concentração é dada por V = v+uc = −[ϕdm+ |u| dℓ] cx+u c.
Em E = [xinf , xsup ], essa velocidade será aproximada por VE(x) = vE,LWE,L(x) +
vE,RWE,R(x) + cE uE(x). Com a notação do final da seção 1, consideraremos a seguinte
aproximação: |uE(x)| ≈ |uE,LWE,L(xE) + uE,RWE,R(xE)| = 0.5 |uE,R − uE,L| = |uE |. A
seguir, exibimos a formulação fraca para a velocidade V, no elemento E.

xsup∫

xinf

[vE,LWE,L(x) + vE,RWE,R(x)]W (x) dx = −ϕE dm,E

xsup∫

xinf

cxW (x) dx

−dℓ,E

xsup∫

xinf

|uE(x)| cx W (x) dx.
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A integral do lado esquerdo da igualdade anterior será aproximada pela Regra do
Trapézio. Na integral do lado direito, |uE(x)| será aproximado por |uE|. Seguindo o
mesmo procedimento da formulção da velocidade de Darcy, seção 2, obteremos vE,β =

2 a
(c)
E h−1

E (cE − ℓ
(c)
E,β), onde a

(c)
E = ϕE dm,E + dℓ,E|uE|. Nesta seção, denotaremos ℓ

(c)
E,β

simplesmente por ℓE,β. Quando consideramos um elemento vizinho ao elemento E, com
respeito à extremidade β, uma expressão análoga para v

Ẽ,β
′ é obtida. Note que ℓE,β =

ℓ
Ẽ,β

′ = ℓ. Assim, da relação de continuidade do fluxo (consulte a definição 2.2 e o parágrafo

que a segue), obtemos

ℓ =
a
(c)
E cEhẼ + a

(c)

Ẽ
c
Ẽ
hE

a
(c)
E h

Ẽ
+ a

(c)

Ẽ
hE

. (5)

Substituindo o valor de ℓ na expressão da componente ortogonal do fluxo, obtemos

vE,β =
2a

(c)
E a

(c)

Ẽ

a
(c)
E h

Ẽ
+ a

(c)

Ẽ
hE

(cE − c
Ẽ,β

) ≡ a
EẼ,β

(cE − c
Ẽ,β

), (6)

onde c
Ẽ,β

é a concentração no elemento vizinho a E, com respeito à extremidade β.

A formulação fraca para a equação de convecção-difusão é dada por
xsup∫

xinf

[ϕ
∂c

∂t
+

∂V(x)

∂x
]W dx =

xsup∫

xinf

c̃qW dx, comW constante não nula.

Portanto, ϕE

∂cE
∂t

hE + [vE,L + vE,R] = (c̃E − cE) qE hE . (7)

No poço de injeção (E1), c̃E = 1; no poço de produção (En), c̃E = cE. Nas apro-
ximações envolvendo o tempo, o intervalo J = [0, T ] será decomposto em nt subintervalos
de comprimento ∆t = Tn−1

t . Seja f uma função dependendo do tempo e definida em E,

usaremos a notação: f
(i)
E = fE(ti), onde ti = i∆t. Dados os valores de f

(i−1)
E e f

(i−2)
E , o

valor de f
(i)
E será calculado por extrapolação linear: f

(i)
E = 2f

(i−1)
E − f

(i−2)
E . Essa apro-

ximação preservará a identidade relacionada à formulação fraca da equação eĺıptica. Ou

seja, se a identidade vale nos tempos ti−1 e ti−2, então, u
(i)
E,R + u

(i)
E,L = q

(i)
E hE .

Aplicando o método de Adams-Moulton de ordem 2 na EDO anterior (7), obtemos

ϕEhEc
(i)
E +

∆t

2

∑

β

a
(i)

EẼ,β
(c

(i)
E − c

(i)

Ẽ,β
) +

∆t

2
(c

(i)
E − c̃

(i)
E )q

(i)
E hE = (8)

ϕEhEc
(i−1)
E −

∆t

2

∑

β

a
(i−1)

EẼ,β
(c

(i−1)
E − c

(i−1)

Ẽ,β
) −

∆t

2
(c

(i−1)
E − c̃

(i−1)
E )q

(i−1)
E hE .

Para atender às condições de fronteira, a equação anterior (8) deve ser reescrita ade-
quadamente no poço de injeção (qE = Q > 0), no poço de produção (qE = −Q) e nos
demais elementos, onde qE = 0. Como exemplo, consideremos n = 3 e, para cada elemento

E = Ej , 1 ≤ j ≤ n− 1, Aj = a
(i)

EẼ,R
. O sistema nas incógnitas c

(i)
E tem matriz simétrica

A =




h1ϕ1 + 0.5∆t(A1 + h1q1) −0.5∆tA1 0
−0.5∆tA1 h2ϕ2 + 0.5∆t(A1 +A2) −0.5∆tA2

0 −0.5∆tA2 h3ϕ3 + 0.5∆tA2



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e as coordenadas do vetor de termos independentes são dadas por:

RH1 = [h1ϕ1 −
∆t
2 (A

(i−1)
1 + h1q

(i−1)
1 )]c

(i−1)
1 + ∆t

2 A
(i−1)
1 c

(i−1)
2 + ∆t

2 h1[q
(i−1)
1 + q

(i)
1 ];

RHj =
∆t
2 A

(i−1)
j−1 c

(i−1)
j +[hjϕj−

∆t
2 (A

(i−1)
j−1 +A

(i−1)
j )]c

(i−1)
j +∆t

2 A
(i−1)
j+1 c

(i−1)
j+1 , 2 ≤ j ≤ n−1;

RHn = ∆t
2 A

(i−1)
n−1 c

(i−1)
n−1 + [hnϕn − ∆t

2 A
(i−1)
n−1 ]c

(i−1)
n .

Pode-se mostrar, por indução finita, que a matriz A é definida positiva. Para isto,
basta mostrar que

vt Av =
n∑

i=1

hiϕiv
2
i +

∆t

2

n−1∑

i=1

Ai (vi − vi+1)
2 +

∆t

2
h1q1v

2
1 > 0 ,∀n ∈ N,

onde vt = (v1, v2, · · · , vn) 6= (0, 0, · · · , 0).

4 Conclusões

Cada discretização apresentada gerou um sistema linear com matriz simétrica e definida
positiva. Na formulação fraca da equação eĺıptica, o sistema global ficou em função dos
multiplicadores de Lagrange. Assim, resolvendo-se tal sistema, cada problema local (5
incógnitas) é resolvido como segue: em cada elemento finito, os dois multiplicadores de
Lagrange são fornecidos pela solução do sistema global; a pressão é obtida da equação
4 e as duas componentes do fluxo de pressão são obtidas da equação 3. Na formulação
fraca da equação de convecção-difusão, o sistema global ficou em função das concentrações.
Assim, em cada elemento, a concentração é dada pela pela solução do sistema global; os
dois multiplicadores de Lagrange são fornecidos pela equação 5 e as duas componentes do
fluxo de concentração são obtidas da equação 6.
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