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Resumo. A anamorfose catdéptrica cilindrica é uma técnica de projecdo que consiste na
deformacao de uma figura no plano e sua reconstituicao em um solido refletor. Essa técnica
combina matematica e arte e pode ser explorada no ensino de contetidos de Matematica,
como sistemas de coordenadas, geometria plana e espacial, vetores, projecao, fungoes e
trigonometria, possibilitando o planejamento de atividades interdisciplinares. Apresentamos
neste trabalho o processo matematico da anamorfose cilindrica, ou seja, a estratégia de
calculo dos pontos R da figura distorcida e dos pontos de incidéncia I dos pontos R no espelho
cilindrico refletor, assim como os resultados de uma oficina desenvolvida com estudantes do
sexto ano do Ensino Fundamental de uma escola publica de Campo Largo, PR.

Palavras-chave. Sistemas de coordenadas, espelho cilindrico, reflexao, reconstrugao de
imagens.

1 Introducao

O termo anamorfose deriva da palavra grega avauopgwors (anamorphosis) e tem
como significado reformagao, retorno da forma, reiteragdo da forma, reversao da forma e
formar de novo [3]. Essa técnica foi muito usada na pintura de murais nos séculos XV e
XVI, principalmente para gerar efeitos de profundidade e dupla interpretagao de imagens.
Depois de um periodo no esquecimento, foi resgatada no século passado e um dos destaques
é o hungaro Istvan Orosz. A riqueza de detalhes em seus trabalhos, como ilustra a Figura
1, aguca a curiosidade de todos.

A anamorfose encanta nao apenas amantes da arte, mas também mateméticos. Co-
nhecida como “A Matematica do Disfarce”, ela pode ser empregada para explorar con-
ceitos fisicos e matemaéticos, como fazemos a seguir empregando a anamorfose catéptrica
cilindrica.
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Figura 1: Obra de Istvan Orosz [5].

2 Anamorfose cilindrica

Na anamorfose catéptrica, a reconstituicao da imagem somente ocorre se utilizarmos
um objeto para refleti-la adequadamente. Geralmente se utiliza um espelho cilindrico,
conico ou piramidal, mas o espelho pode ser outro tipo de sélido refletivo [2,3]. A obra de
Istvan Orosz é um exemplo de anamorfose catéptrica que utiliza um cilindro como sélido
refletor.

A matemaética da anamorfose cilindrica pode ser compreendida a partir da Figura 2.
Nela, desejamos que um observador (ponto azul) veja os pontos R da imagem deformada no
plano do personagem Mickey (Figura 2(b)) reconstituidos nos pontos P da figura original
no cilindro (Figura 2(a)). Os pontos de incidéncia I dos pontos R no espelho cilindrico
também devem ser calculados. Vamos descrever matematicamente este processo [1,4].

(a)

Figura 2: Anamorfose cilindrica: (a) imagem reconstruida; (b) imagem deformada [7].

A Figura 3 ilustra o processo da reflexao em um espelho cilindrico. Sem perda de
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generalidade, definimos o plano objeto como sendo o plano xy e o sdlido refletor como
sendo o cilindro

Tyt =17 (1)

Figura 3: Representagao da reflexdo em um espelho cilindrico [2].

Considerando V' = (v, vy, v,) o ponto do observador (externo ao cilindro e nao per-
tencente ao plano objeto) e P = (pg,py,p.) como um ponto da imagem reconstituida
(interno ao cilindro), queremos determinar o ponto R, no plano objeto, cujo ponto P é a
sua imagem no espelho.

A relagao entre R e P é estabelecida por uma lei fisica (6tica): o raio de incidéncia
que parte de R incide no espelho em I, sendo refletido e atingindo o observador em V.
Porém, o observador vé o ponto como se este estivesse atras do espelho, em P.

Para determinar as coordenadas de I, devemos definir a reta W), obtendo os dois
pontos de W N 7. O ponto entre V' e P serd o ponto I.

Sendo assim, a equacao da reta \</—f>’ ¢é dada por:

VP=P+t(V-P),tcR;
W = (px’p?ﬁpz) +t((vm,vy,vz) - (vapyvpz))Q
W = (pz +t(v9: _px) » Dy +t(vy _py) » Pz +t(vz _pz))' (2)

Substituindo (2) na Equacao (1), temos que:
r? =2+ y2;
r? = (po +t (02 = pa))* + (py +t (vy —py))*;
7“2 = pr + 2tpy ('Um - px) + t2 (Ux - 2%)2 + pr + 2tpy (Uy - py) + t2 (Uy - py)2 ;

((Ux — )+ (vy —py)Q) 2 4+2 (py (Vs — Px) + by (vy — py)) t+ (po” +py° — %) = 0. (3)
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A Equacao (3) é quadratica em relac¢ao a t. Como P é um ponto interno, V' é um ponto
externo e a reta ¢ secante ao cilindro, a Equagao (3) tem duas raizes reais distintas,
sendo uma delas para 0 <t < 1 (uma vez que W =(1-t)P+ tV) e a outra parat < 0.

A raiz referente a I serd positiva, ou seja,

b —ka + V ko? — dk1ks
e 2k,

(4)
onde

k1 = (ve — pa:)2 + (vy _py)Qv
ko = 2 (pz (V2 — pz) + py (vy _py)) ;
k3 :px2 +py2 - T2a

sao os coeficientes da Equacao (3).
Dessa forma, o ponto de incidéncia I, denotado por I = (i, iy, .), ¢ dado pela Equagao
(2) com t = t;, ou seja,

I= (px + 1 (Uac _pa:) » Dy + 1t (Uy _py) Dz + 1 (Uz _pz)) .

Para o caso do cilindro, podemos definir o vetor normal 7 com origem em (0,0,1i,) e
extremidade em I como

T = (iy — 0,iy — 0,4, —1i,),
T = (i, iy, 0) .

A partir desses resultados, podemos esbogar o esquema da Figura 4(a), onde T é o
vetor com origem em [ e extremidade em V. Queremos definir o vetor ?, simétrico a v
em relacao a . Tragando a projegao ortogonal do vetor ¥ em T (Projﬁ>7), obtemos o
esquema da Figura 4(b), onde

T = U +2d (5)

T +d = Projﬁﬁ,

= Projﬁﬁ ~,
w
T =T - (6)
In|?
Substituindo (6) na Equacao (5), obtemos para 7, denotado por 7 = (ra, Ty, 72),
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Figura 4: (a) Vetor normal 77; (b) projecdo ortogonal de ¥ sobre 7 [2].

Falta-nos ainda determinar as coordenadas do ponto R. A equacao da reta ﬁ% é dada
por

TR=T+1t7, 1R,
TR = (ig + tro, iy + try, iz +1r5). (7)

Sendo R o ponto de ﬁ com z = 0, temos que

1, +tr, =0,
—— (8)

Tz

Substituindo (8) em (7), obtemos as coordenadas do ponto R, ou seja,

. T (P
R= iz — —,1y — Y0).
Tz Tz
Dessa forma, podemos determinar todos os pontos da figura anamérfica no plano ob-
jeto.

3 Oficina no Ensino Fundamental

Tavorski, Professor no Colégio Estadual do Campo Professor Aloisio, Campo Largo, Pa-
rana, planejou e aplicou uma oficina de anamorfose em uma turma do sexto ano do Ensino
Fundamental. A oficina foi desenvolvida durante cinco aulas regulares com o intuito de
estabeler conceitos de geometria plana e espacial pertencentes ao ” Contetido Estruturante
Geometrias”, segundo as Diretrizes Curriculares da Educagao Bésica (DCEs) do Estado
do Parand [6] para o sexto ano do Ensino Fundamental. As atividades também permitiram
antecipar a discussao de plano cartesiano, plano polar e sistemas de coordenadas.
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Inicialmente, Tavorski [2] apresentou algumas obras de Istvdan Orosz e exemplos de
anamorfose cilindrica. Os estudantes ficaram impressionados com a “magica” e logo
comecaram a associar as regides das figuras com a imagem visualizada no cilindro. Na
sequéncia, construiram uma malha quadriculada e aplicaram os conceitos de sistema de
coordenadas. Cada estudante construiu uma figura formada apenas por segmentos de reta
com extremos na intersecao de 7 linhas horizontais e 9 linhas verticais de uma malha qua-
driculada ortogonal, como ilustrado na Figura 5(a). Em seguida, refizeram seus desenhos
em uma malha composta por 7 linhas dispostas como arcos de circunferéncia e 9 linhas
radiais, estando essas linhas associadas as linhas da malha quadriculada ortogonal, como
representado na Figura 5(b).

(a)
Figura 5: (a) Malha quadriculada; (b) malha radial associada [2].

A 1ltima etapa consistiu na visualizagdo da anamorfose cilindrica. Como cilindros
refletores, utilizaram as tradicionais canecas de aluminio do colégio, que possibilitaram
resultados satisfatérios, como ilustra a Figura 6. Para obter imagens de melhor qualidade
a um custo baixo, sugere-se revestir um cano de PVC com uma pelicula protetora (insulfilm
refletor).

(a) (b)

Figura 6: Anamorfose cilindrica construida pelos alunos do 6° ano: (a) espada samurai;
(b) casa [2].
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Percebe-se facilmente que os segmentos horizontais e verticais da Figura 5(a) corres-
pondem a arcos e segmentos de reta na Figura 5(b), tornando facil a reprodugao desses
segmentos na malha polar. Contudo, o mesmo nao ocorre para os segmentos inclinados. Os
estudantes notaram este detalhe ao visualizarem a projecao de seus desenhos no cilindro.
Na Figura 6 observa-se, por exemplo, que o telhado da casa nao reproduz a figura original.
Para sanar o problema, pode-se dividir os segmentos em outros menores e trabalhar com
pontos intermediarios.

4 Conclusoes

A anamorfose é uma ferramenta atrativa que desperta a curiosidade dos estudantes e
possibilita organizar e aplicar atividades interdisciplinares. Os trabalhos desenvolvidos na
oficina no Ensino Fundamental permitiram uma abordagem liudica de conceitos de geo-
metria plana e espacial e sistemas de coordenadas e suas aplicagoes, com excelente parti-
cipagao dos estudantes. A anamorfose também pode ser empregada em oficinas/atividades
no Ensino Médio. Iavorski [2] sugere a anamorfose de gréficos, a qual permite explorar o
conceito de logaritmo e suas propriedades, e a anamorfose de mapas, com a qual se pode
elaborar uma atividade interdisciplinar com Geografia.
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