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Resumo. Este trabalho visa apresentar uma proposta de abordagem para o ensino da
Algebra Linear (AL) por meio da resolugdo de problemas como aplicacao de contetidos, ou
seja, ensinar determinados conceitos matematicos para se resolver problemas. Sera proposta
a resolugao de um problema de programagao quadratica com restrigdes quadraticas (PQRQ)
para que sejam determinados os modelos equivalentes na sua forma matricial e posterior-
mente associados com a respectiva notagao de norma. Conceitos de norma, operagoes com
matrizes, matriz semidefinida positiva, determinantes, autovalores, autovetores, cdlculo da
matriz inversa e diagonalizagao sao utilizados para a resolucao do problema equivalente
determinado. Além disso, do problema equivalente na forma matricial com notacao de
norma ¢é possivel encontrar também o seu equivalente de programagao conica de segunda or-
dem (PCSO). Para resolvé-los, optamos em utilizar a linguagem de modelagem matemadtica
AMPL [3], com o uso dos solvers comerciais CPLEX [5] e KNITRO [1]. Esta escolha é
importante, pois contribuird nas diversas discussoes que apresentamos no decorrer deste
trabalho. Esta proposicao se justifica, a medida que julgamos fundamental no processo
de ensino e aprendizagem que os alunos da graduagao vivenciem situagoes-problema com
diferentes métodos de resolucao aliado ao uso de recursos computacionais apropriados.

Palavras-chave. Ensino, Resolucao de problemas, Algebra linear, Programagao quadratica,
Programacao conica, Linguagem de Modelagem Matemética AMPL.

1 Introducao

A disciplina de AL esta presente na maioria dos curriculos dos cursos superiores nas
ciéncias exatas, tendo em vista a vasta quantidade de aplicacoes de seus conceitos em
outras areas do conhecimento. Diante da importancia dessa disciplina encontramos na
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literatura alguns trabalhos desenvolvidos tratando dos aspectos que envolvem o ensino e
aprendizagem da AL, dentre eles, destacamos o trabalho de [4] que investigou em que me-
dida um tratamento geométrico e a articulagao entre registros de representagao (algébrico,
grafico e geométrico), auxiliado pelo ambiente Cabri-Géometre, influenciam nas concepgoes
de estudantes e de [2] que pesquisou sobre as contribuigoes dos videos digitais e da me-
todologia de aula reversa para a conceitualizacdo em AL. Segundo [2] hd também outras
pesquisas nesta area, dentre elas, o estudo sobre as concepcoes de estudantes sobre a AL,
levantamento de registros do ensino e aprendizagem na década de 90, compreensao de
alunos acerca de determinados temas desta drea e registros de representagdao em livros
didaticos. Pelo apresentado, nao ha trabalhos desenvolvidos visando verificar as contri-
buicoes para o ensino e aprendizagem desta disciplina ao se utilizar os conceitos da AL
em sala de aula para se resolver problemas de otimizagao. Com o intuito de contribuir
com o ensino e aprendizagem desta area é que propomos uma atividade de ensino a ser
desenvolvida a partir de problemas de otimizacao matematica junto com o uso de recursos
computacionais.

2 Problema Modelo de Programagao Quadratica com Res-
tricoes Quadraticas

Definigao 2.1. Um problema de otimiza¢ao € chamado de programacdao quadrdatica (PQ)
se a fungao objetivo € quadrdtica e as restri¢coes sao fungoes afins. A PQ pode ser expressa

na forma
min XTPX +2¢7X +r (1)
s.a.
GX <h (2)
AX =, (3)

onde P € S7, G € R™" A€ RP™ ¢ X € R".

Ap6s apresentar a definicao de um problema de PQ, o professor deve solicitar aos alunos
que verifiquem se os produtos de matrizes estao bem definidos na fungao objetivo (1) e
nas restri¢oes (2) e (3). Além disso, os alunos deverao exibir exemplos de um problema de
PQ a fim de familiarizar-se com a notacao utilizada. Nessa etapa, é importante verificar
se em cada problema a matriz P é semidefinida positiva e discutir sua relevancia na PQ.

Definicao 2.2. Um problema de otimizacdo é chamado de PQRQ se for um problema
de PQ e as restricoes de desigualdades sdo quadrdticas. A programacdo quadrdtica com
restricoes quadrdticas pode ser expressa na forma

min X7 PyX 4 2¢8 X + 7o (4)
S.a.

XTPX +2¢] X +r; <0, i=1,...,m (5)
AX =b, (6)
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onde P, e ST, i=0,1,...,m.

Uma analise analoga ao problema de PQ deve ser feita com o problema de PQRQ.
Para trabalhar em sala de aula, propomos o seguinte problema de PQRQ definido nas
equagoes (7)-(9).

min f(zy,z3) = 223 + 223 — 2z129 + 621 + 15 (7)
s.a.

473 + 9x3 < 36 (8)
x1>0,29 >0 9)

O préximo passo que o professor devera propor aos alunos é o reconhecimento de
que o problema (7)-(9) é de PQRQ. Dessa forma, apds discussoes sobre o modelo acima,
os alunos deverao encontrar elementos Py, qo, 7o, P1, q1 € 71 e escrever o modelo acima
conforme mostrado nas equagoes (10)-(13).

min X7 Py X + 2¢1 X + rg (10)
S.a.

XTPX+2¢fXx+r <0 (11)
Py, Py € S (12)
X >0 (13)

AS&ber?PO:[_i _;:|7q0:|:§:|7T0:157P1:|:3 8:|7q1:|:8:|7rlz_36

e X = [ o }
T2
Utilizando a norma euclidiana usual, o problema (10)-(13) pode ser reescrito por meio
das equagoes (14)-(16).

min ||P)/* X + Py g0l + 70 — ai By a0 (14)
S.a.

122X + Py a4 — ol Pl <0 (15)
X=0 (16)

A transposi¢ao do problema (10)-(13) para o problema (14)-(16) é relativamente dificil.
Desse modo, o professor deve apresentar este e pedir para que os alunos verifiquem sua
equivaléncia com aquele. No entanto, é necessario primeiramente que os alunos determi-

—-1/2

nem P01/27 P0_1/2, Po_l, P11/2, P, e Pl_l, conforme apresentado nas segoes 2.1 e 2.2.
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2.1 Célculo de P,%, P,'? e P;!

/2

A notagao PO1 representa a raiz quadrada de F.

Definicao 2.3. Uma matriz B com entradas reais € denominada raiz quadrada real de
uma matriz A se B> = A.

Sabe-se que se uma matriz de ordem n é diagonalizavel e todos os seus autovalores sao
nao-negativos, entao ela possui uma raiz quadrada. Assim, fica evidente que P, admite
raiz quadrada, visto que Py é simétrica e, portanto, diagonalizavel e seus autovalores sao
nao-negativos, pois P € S%. Como P ¢é diagonalizavel, existe uma matriz diagonal D,
cujas entradas na diagonal sao os autovalores de Py (neste caso, os autovalores sdo nao-
negativos), e uma matriz M cujos vetores coluna (autovetores) formam uma base para Py,
tais que Py = M DM .

Os conceitos apresentados no paragrafo anterior devem ser relembrados em sala de aula
com os alunos. A partir daf, o professor deve propor que mostrem porque M+/DM 1 é raiz

quadrada de A. Eles devem notar que (M@M‘l)2 = <M\/5M_1) <M\/5M—1) =

MDM~' = A.

Ap6s constatar que Py possui raiz quadrada, os alunos devem calcular seus autovalores,
isto é, determinar as raizes do polinémio caracteristico p (A) = det(Py — Al2), em que Io
denota a matriz identidade de ordem 2.

2 —1 —x -1
Deﬂ*‘[—l 2 1 2-)

(2—-X)2—1. Logo, p(A\) =0 < XA =1 ou A = 3. Desse modo, os autovalores de P sdo 1
e 3 e, portanto, D = [ 1 0} e VD = [ L0 ]

, segue que Py — \[p = [ 2 ] Assim, tem-se p (\) =

0 3 0 V3

O préximo passo € determinar uma base para Fp.
Para A = 1 temos, Py X = AX se, e somente se, (Py — Al2)X = 0 se, e somente se,

1 —1] . ,
R 0 se, e somente se, r1 = xo. Assim, (1, 1) é um autovetor de
L -1 1 1L ) i L 0 i
Py.
Para A = 3, temos, PpX = AX se, e somente se, (Fy — A\2)X = 0 se, e somente se,
[ -1 =1 ][a ] [0] . ,
T 0 se, e somente se, ] = —xy. Assim, (1,—1) é um autovetor
_—1 —1__3}2_ _0_
de P().

Portanto, {(1,1), (1,—1)} representa uma base para P formada por autovetores. Logo,

M pode ser dada por M = [ !

/2 1/2 L
[ 12 —1/2 }'

] e, consequentemente, sua inversa é M1 =

1+v3 1-V3

1 _2\/3 1 _1_2\/3 e, portanto, as
2 2

Como Pol/2 = M\/DM~!, segue que Pol/2 =

. 1/2 .
inversas de PO/ e Py sao dadas por:
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1+v3 —14+V3 2 1
p1/2 _ 2v/3 2v/3 o p-l_ 3 3
0 “14+v3 1+V3 0 12
2v/3 2V/3 3 3

2.2 Calculo de P}/?, P['? e P!

4
0 9
definida e claramente, tem-se

G KR bR

Note que P, = [ ] ¢ uma matriz diagonal definida positiva, logo P11 /% estd bem

Assim,

_ 1/2 0 1/4 0
Pl 1/2: / ePl_lz /
0 1/3 0 1/9

O calculo das matrizes POI/2, P0—1/27 Po_l, P11/27 Pl_l/2 e P1_1 é muito importante, pois
contempla aplicagoes de varios temas estudados na disciplina de AL.

3 Problema Equivalente de Programacao Conica de Segunda
Ordem

Definicao 3.1. Um problema de otimizacdo € chamado de programacao conica de sequnda
ordem (PCSO) se ele pode ser expresso na forma

min ¢! X (17)
S.Q.

|AX +b]| <cfX+d;, i=1,....m (18)
AX =b, (19)

onde c € R", A; € R"*" b, e R™ e A € RP*™,

A representacao do problema proposto de PQRQ por meio das equagoes (14)-(16) é
interessante, pois a partir dele, obtém-se o equivalente problema de PCSO representado
pelas equagoes (20)-(23).

mint (20)

S.a.

1Py X + By Pol| < t (21)
_ _ 1/2

1P2X + PP < (6P P gy — )Y (22)

X>0 (23)
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Vale ressaltar que para obter o modelo conico, foi necessdrio adicionar a variavel t.
Esta estratégia transforma o problema bidimensional de PQR(Q em um equivalente conico
tridimensional. Conforme definigao 3.1, tem-se que (20)-(23) é um problema de PCSO. O
professor deve propor aos alunos para que determinem no tltimo modelo os parametros c,
A;, b e A, apresentados na definicao 3.1.

O valor 6timo do problema de PQRQ é dado por p*? + ro — qg Py Y40, em que p* é
o valor 6timo do problema de PCSO. Isto pode ser verificado facilmente comparando os
modelos (14)-(16) e (20)-(23).

O proéximo passo proposto aos alunos é a representacao, na forma explicita, do modelo
(20)-(23). Os alunos deverao encontrar o modelo representado pelas equacoes (24)-(27).

mint (24)
S.a.

V20 + 203 — 21 + 61 +6 < ¢ (25)
473 + 93 < 36 (26)
120,22 >0 (27)

Muitas andlises interessantes podem ser feitas a partir do modelo acima, e algumas
serao discutidas na Segao 4.

4 Resultados e Discussoes

Neste trabalho os modelos propostos foram implementados na linguagem de modela-
gem matematica AMPL [3] e resolvidos usando os solvers comerciais CPLEX [5] e KNI-
TRO [1]. E importante ressaltar que o primeiro solver foi desenvolvido para resolver
problemas de programacao linear, enquanto o segundo, problemas de programagao nao
linear.

Vimos que os modelos mateméticos (14)-(16) e (20)-(23) sao equivalentes aos modelos
(7)-(9) e (24)-(27), respectivamente. Visto que a implementagado no AMPL é préxima da
linguagem matemadtica usual, foram implementados estes dois tultimos a fim de obter os
resultados.

A solugao do problema (7)-(9) é dada por z; = 0 e 29 = 0 e, portanto, o valor da funcao
objetivo ¢é igual a 15. Ambos os solvers encontraram esta solucao. Note que o problema
proposto é um problema de programacao nao linear, pois a fungao objetivo (7) e/ou a
restrigdo (8) sdo nao lineares. No entanto, sdo quadraticas e estdo associadas a matrizes
hessianas semidefinidas positivas. O CPLEX também resolve este tipo de problema.

Em se tratando do problema (24)-(27), o CPLEX acusou restrigao nao linear nao
quadratica, devido a restri¢ao (25) e essa é uma condigao suficiente para nao resolubilidade
do modelo. Por outro lado, este foi resolvido com o uso do KNITRO e a solugao encontrada
foi igual ao do seu equivalente de PQRQ (a menos de erros de aproximacoes). Neste caso,
o valor da funcao objetivo estd em funcao da nova varidvel ¢ adicionada no problema
original. O valor encontrado para essa varidvel foi igual a 2,44949. Apds determinar este
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valor, o professor deverd propor ao aluno a encontrar o valor da func¢ao objetivo. O aluno
deverd perceber que para isso, basta verificar o ”papel”da expressao p*2 + ro — qg Py Lgo.

Outra discussao muito interessante em sala de aula é propor aos alunos se é possivel
utilizar o CPLEX para resolver o modelo de PCSO. O aparecimento da raiz quadrada na
Equagao (25) é determinante para limitar seu uso, mas o que acontece se elevarmos ao
quadrado tal equagao? Claramente teremos uma restricdo quadratica nao linear. Nesse
momento, gera-se uma falsa expectativa de que com estes ajustes o problema seja con-
tornado, o que nao ocorrerd, visto que a hessiana associada possui autovalor negativo e,
portanto, nao é semidefinida positiva. Essa discussao também é essencial para que o aluno
tenha uma maior compreensao sobre a hessiana e perceba sua importancia.

5 Conclusoes

O estudo de problemas de PQRQ é muito importante, pois nele o aluno vivencia
situacoes em que, para se resolver este tipo de problema, é necessario lancar mao de varios
conceitos da disciplina de AL, tais como, norma de um vetor, multiplicacao e célculo
da inversa de matrizes, determinantes, autovalores, autovetores, matriz simétrica, matriz
definida positiva (e nao negativa), diagonalizagao, dentre outros. Acreditamos que este
tipo de atividade pode se revelar bastante promissora para favorecer a aprendizagem dos
alunos e desenvolver atitudes favoraveis frente a Matematica ao perceber as possiveis
conexoes entre diferentes ramos da matematica e outras areas do conhecimento.

Outras discussoes a partir dessa proposta podem ser adicionadas pelo professor. Este
trabalho foi escrito para auxilid-los na disciplina de AL e, assim, espera-se que a aprendi-
zagem e o ensino ocorram de modo interativos.
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