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1 Introdução

Neste trabalho, estabelecemos uma formulação geral primal-dual de ponto fixo aplicada
ao problema Ridge Regression [1,2]. Descrevemos a dualidade convexa para essa classe de
métodos e propomos um algoritmo para minimizar o gap de dualidade, nomeado método
SRP, estruturado a seguir.

2 O método SRP

Considere matrizes A1, . . . , An ∈ Rd×m, vetores y1, . . . , yn ∈ Rm e um parâmetro de
regularização λ > 0. Denotamos A = (A1 · · · An) ∈ Rd×N e y = (yT1 · · · yTn )T ∈ RN ,
onde N = nm. Neste trabalho consideramos o problema de minimização regularizada

min
w∈Rd

P (w) =
1

2n
‖ATw − y‖2 +

λ

2
‖w‖2 (1)

e associamos o problema dual de Fenchel

max
α∈RN

D(α)=− 1

2λn2
‖Aα‖2 − 1

2n
‖α‖2 +

1

n
αT y. (2)

Definindo x =

(
w
α

)
∈ Rd+N , nosso problema primal-dual consiste na minimização

do gap de dualidade, dado por

min
x∈Rd+N

f(x) = P (w)−D(α). (3)
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Usando conceitos de dualidade convexa, a condição de otimalidade, ∇f(x) = 0, com
garantia de existência de solução única, recai no sistema a seguir

x = G(θ)x+ θb, (4)

onde G(θ) =

 (1− θ) I − θ

λn
AAT 0

0

(
1− θ

λn

)
I − θ

(λn)2
ATA

, x = (w α)T e b =

1

λn
(Ay y)T .

Note que o formato de ponto fixo dado em (4) nos sugere, iterativamente, a sequência

xk+1 = G(θ)xk + θb.

Utilizando caracteŕısticas da análise de convergência do método de ponto fixo, que baseia-
se em propriedades do raio espectral da matriz G(θ), provamos o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja x0 ∈ Rd+N um ponto inicial arbitrário e considere a sequência (xk)k∈N

gerada pelo algoritmo com λn ≥ 1 e θ ∈
(

0,
2λn

λn+ σ21

)
, onde σ1 é o maior valor singular

da matriz A. Então, a sequência (xk) converge linearmente para a solução do problema
(3), com taxa de convergência dada por

ρ(θ) = max

{∣∣∣∣1− θ − θσ21
λn

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1− θ

λn

∣∣∣∣} .
Além disso, se escolhermos θ∗ =

2λn

λn+ σ21 + 1
, então a taxa de convergência é otima e

dada por

ρ∗ =
σ21 + λn− 1

σ21 + λn+ 1
.

Com essa análise, estabelecemos um novo algoritmo primal-dual de ponto fixo para
resolver o problema (3), onde o primal e o dual são considerados simultaneamente. A
convergência teórica foi verificada e a eficiência comprovada numericamente.
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