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Abstract— In this paper, we have assumed that all parameters of the Lorenz system are unknown and only
the output variable is available for feedback. Exploring ISS (Input-to-State Stability) properties of the system,
an upper bound for the norm of the unmeasured state vector is developed from the system output. Such norm
estimate provided by the norm observer is applied to obtain the output-feedback sliding mode control law. Based
on Lyapunov’s stability theory, it was possible to guarantee that the proposed controller is capable to globally
stabilize the Lorenz system. Simulation results are also presented to show the robustness of the control strategy
with respect to parametric uncertainties.
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Resumo— Neste artigo, assume-se que todos os parametros do sistema de Lorenz sdao desconhecidos e que
apenas uma varidvel de saida estd disponivel para o projeto do controlador. Explorando a caracteristica ISS
(Input-to-State Stability) do sistema, desenvolve-se um limitante superior para a norma do vetor de estado através
desta Unica saida medida. Esse limitante fornecido pelo observador da norma é utilizado na lei de controle por
modos deslizantes via realimentagao de saida. Baseado na teoria de estabilidade de Lyapunov, foi possivel mostrar
que o controlador proposto é capaz de estabilizar globalmente o sistema de Lorenz. Resultados de simulagoes sao
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apresentados para mostrar também a robustez da estratégia de controle a incertezas paramétricas.
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tema de Lorenz

1 Introducao

Sistemas cadticos tém sua existéncia conhecida
desde o século XIX, no entanto sua importancia
para uma grande variedade de aplicagoes s6 co-
megou a ser estudada nas ultimas décadas. Siste-
mas dinamicos sao chamados de cadticos se suas
orbitas sao tipicamente nao periddicas, limitadas
dentro de uma regiao no espago de estados e pos-
suem alta sensibilidade as condigbes iniciais. A
teoria cadtica tem sido aplicada a varios campos
de estudo como cardiologia (Cheng-Yu Yeh and
Yau, 2012), circuitos eletrénicos (Guo and Liu,
2011), sincronizacdo (Souza et al., 2008; Souza
et al., 2012), comunicacdo segura (Cuomo and
Oppenheim, 1993; Mozelli et al., 2007), conver-
sao de energia (Hou, 2012), dindmica dos fluidos
(Lorenz, 1963) e economia (Goodwin, 1990).

Depois do trabalho pioneiro de (Ott et al.,
1990), o controle de sistemas cadticos tem sido es-
tudado de forma intensiva. Em (Ott et al., 1990),
o método OGY foi desenvolvido permitindo con-
verter um atrator cadtico em um grande nimero
de trajetorias periddicas instaveis injetando pe-
quenas perturbagoes varidveis no tempo em um
dos parametros acessiveis do sistema.

Em (Wang and Ge, 2001), uma técnica para
eliminar os termos cruzados do sistema de Lorenz
foi utilizada para desenvolver um controlador que
estabiliza globalmente o sistema, no entanto o con-
trolador necessita o conhecimento de todo o vetor
de estado. Em (Araujo and Singh, 2002), um con-
trolador via realimentagao de saida por estrutura
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variavel foi obtido, porém o sinal de controle era
demasiadamente grande e o resultado de estabili-
dade é vélido apenas localmente. Em (Guo and
Liu, 2011), dois controladores sdao desenvolvidos,
mas nenhum deles é robusto a incertezas.

Parte da teoria moderna de projeto de con-
trole nao-linear desenvolvida até o momento é ba-
seada na hipétese do conhecimento das varidveis
de estado do sistema. Entretanto, sabe-se, que
essa hipdtese nao é valida na pratica, pois em ge-
ral é possivel medir apenas parte das varidveis do
vetor de estado devido a limitacoes de niimero e lo-
calizacdo de sensores. As demais variaveis nao sao
fisicamente ou economicamente disponiveis. No
caso de sistemas aproximéaveis por um modelo di-
namico linear, é possivel utilizar estimadores de
estado. Ainda assim, é necessdrio um conheci-
mento razoavel do modelo do processo, o que nao
é possivel no caso de sistemas incertos (sistemas
sujeitos a incertezas paramétricas, dindmicas nao
modeladas e distiirbios externos). Os argumentos
acima reforcam a necessidade do desenvolvimento
de estratégias de controle de sistemas incertos ba-
seadas apenas em informagoes da saida medida.

A contribuicao deste artigo é a proposta de
uma nova estratégia de controle para o sistema de
Lorenz baseada na teoria de controle por modos
deslizantes (Utkin, 1978). Para isso, assume-se
que os parametros do sistema sao desconhecidos
e incertos. O controlador desenvolvido é capaz
de garantir estabilidade global ao sistema cadtico
de Lorenz controlado utilizando apenas realimen-
tagao de saida. Esse resultado tedrico estava em
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aberto na literatura e o presente trabalho propode
uma solucao para este problema.

2 Notagao e Terminologia

As seguintes notagoes e conceitos bésicos sdo em-
pregados ao longo do texto. A norma Euclidiana
de um vetor x e a correspondente norma induzida
de uma matriz A sdo denotadas por |z| e |A],
respectivamente. Aqui, adotou-se a definicao de
(Filippov, 1964) para a solucao de equagoes dife-
renciais com lado direito descontinuo. O conceito
de estabilidade ISS (Input-to-State-Stability),
assim como as defini¢oes de fungoes de classe K e
Ko encontram-se de acordo com (Khalil, 2002):

Definicao 1 Uma  funcao continua
a @ [0,a) — [0,00) € dita pertencer a classe
K se ela for estritamente crescente e a(0) = 0.
Ela ¢ dita pertencer a classe Ky se o = o0 e
a(r) = oo com r — co.

Definigao 2 Uma  funcao continua
B : [0,a) x[0,00) — [0,00) € dita pertencer
a uma classe KL se, para cada s fixo, o mapea-
mento B(r,s) pertencer & classe K com respeito
ar e, para cada r fizo, o mapeamento B(r,s) é
decrescente com respeito a s e B(r,s) — 0 com

S — OQ.

Defini¢ao 3 Considere o sistema & = f(t,x,u),
onde f :[0,00) x R" x R — R™ € continuo por
partes em t e localmente Lipschitz em x e u. O
sistema € dito ser input-to-state stable (ISS) se
eziste uma funcdo B de classe KL e uma fungdo
v de classe K tal que para qualquer estado inicial
x(to) e qualquer entrada limitada u(t), a solug¢do
x(t) existe para todo t > tg e satisfaz

2(8)] < B(la(to)] .t to) +7( sup |u<7>) .

to<7<t

Se na Definicao 3 a funcao de classe KL é uma
exponencial, entdo a estabilidade ISS é do tipo
exponencial.

3 O Sistema de Lorenz

O Sistema de Lorenz é um paradigma na area de
sistemas cadticos visto que ele captura muitos as-
pectos da dinamica cadtica. Este sistema é uma
simplificacao das equacgoes diferenciais parciais do
trabalho de (Saltzman, 1962) que é constituido
por trés equacoes diferencias nao-lineares com di-
namica dada por:

.’E.1:—O'(E1+O'£C2 (].)
ng =Tr] — 13 — T2 (2)
T3 = —brs + T122 (3)
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em que z1, T3, r3 € R, formando o vetor de estado
x = [x1 23 x3]" e os pardmetros sdo o, r, b > 0.

As Figuras 1 e 2 ilustram a representagao do
sistema de Lorenz no espaco de estado e o com-
portamento das varidveis de estado em relagao ao
tempo de acordo com as equagoes (1)-(3). Nas si-
mulacoes, os parametros e condigoes iniciais foram
escolhidos como: ¢ = 10, r = 28, b = %, 0 =0.1,
21(0) = 23(0) = 0 e z2(0) = 1.

Figura 1: Representagao do sistema de Lorenz no
espago de estado.

o
@
"
5
5
N
S
N
b
@
8

Figura 2: Sensibilidade as condicoes iniciais: com-
portamento das varidveis de estado.

4 Controlando o Sistema de Lorenz:
Realimentacao de Estado

Com o uso do controle por modos deslizantes
forcar-se-a que o sistema de Lorenz, dada uma
condicao inicial arbitraria, alcance e, posteri-
ormente, se mantenha em uma superficie pré-
definida dentro do espago de estados, conhecida
como superficie de deslizamento. Com este mé-
todo de controle obtém-se duas vantagens: a re-
ducgao de ordem do sistema e a robustez em relagao
as incertezas (Utkin, 1978). Além disso, o sinal de
controle serd colocado apenas em um dos canais
do sistema, utilizando uma funcao de Lyapunov
da forma V(s) = %, tal que a variavel de desli-
zamento s é definida pela combinagao linear dos
estados:

s(z) = a1x1 + agws + azxs, (4)

em que a1, as € az sdo constantes apropriadas.
Para garantir a condigao de deslizamento

ideal, segundo os critérios estabelecidos pela teo-

ria de Lyapunov, deve-se fazer com que a érbita do
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sistema mantenha-se sobre o ponto de minimo da
fungéo V(s). Quando s = 0, a trajetdria j& estd na
superficie de deslizamento, entao nosso problema
consiste em manter as trajetérias do sistema em
s =0.

Assim sendo, colocando o sinal de controle u
no segundo canal do sistema, tem-se:

1:1 = —0x1 +0%2 (5)
Lo = 1T — T1T3 — To + U (6)
T3 = —bxs + 1122 . (7)

Definigao 4 Se a solugao do sistema (5)-(7) re-
presentada por x(t) satisfaz

s <0, (8)

entao um modo deslizante ideal ocorrerd assinto-
ticamente em s(x) = 0. Por outro lado, se

s$ < —=0d|s|, para § >0, (9)

entao o modo deslizante ideal ocorrerd em tempo
finito (Utkin et al., 1999, secdo 2.5).

Teorema 1 Se o controlador por modos deslizan-
tes u ¢é dado por

u= —[lerws| + |rea| + [zo] + d]sgn(z2), (10)

onde & € wuma constante positiva arbitraria-
mente pequena, entdo o ponto de equilibrio
(x1,22,23) = (0,0,0) do sistema dado pelas
equacoes (5)-(7) é globalmente assintoticamente
estdvel.

Prova: Considere a varidvel de deslizamento
s(z) = xs. (11)
Construindo uma fungédo de Lyapunov como

V= %xﬁ, (12)

entao, a derivada de V' ao longo da trajetoria do
sistema formado pelas equagoes (5), (6) e (7) é
dada por

V = xyiy (13)
= xo(rey — r1x3 — T2 + 1) . (14)
A partir da equagao (13), é facil constatar que

V < 0 se roZo < 0. Suponha que o controlador
por modos deslizantes tenha a seguinte forma:

u=—p(x)sgn(s). (15)
Fazendo-se

d(z) = rovy — 2123 — T2, (16)
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pode-se reescrever a equagao (14) como

V = aold(z) + ul, (17)

em que,
d(z)] = [rz1 — 2123 — 22 (18)
< |razy| + [v12s] + |22 (19)

projetando o controlador dado pela equagao (15)
de tal forma que p(x) > |d(x)| garante-se que
V < 0,Vz, depois de um certo intervalo de tempo.
Logo,

p(x) = |rzy| + [v123] + |22| + 6, (20)

garante-se que o modo deslizante ideal seja atin-
gido em tempo finito. Desta forma, o controlador
pode ser descrito como

u= —[[re:| + |ziws| + [2o] + d]sgn(z2),  (21)

da mesma forma que em (10). Ao substituir (21)
m (17), obtém-se

V < —dxasgn(za) = —0|xa . (22)

De acordo com a equagdo (22), a superficie
de deslizamento s = z2 = 0 é alcancada em
tempo finito. A partir da Definigdo 3, pode-se
verificar que os subsistemas (5) and (7) sao ISS
com respeito a x9 e que, consequentemente, xq
e x3 tendem a zero exponencialmente. Assim
sendo, o sistema em malha fechada é globalmente
assintoticamente estavel.

A lei de controle acima ¢é capaz de estabili-
zar o sistema, no entanto precisar-se conhecer
todas as variaveis de estado e, no minimo, o
parametro r ou um limitante superior para o
mesmo. A Figura 3 mostra um diagrama de
blocos que ilustra o controlador baseado em
realimentagao de estado descrito acima.

. X1
Sistema de Lorenz B [Xz

X3

Xy = —0x; + 0x,
Xp =TX) — Xy X3 — Xyt U
X3 = —bx3 + X%,

Controlador

u(x) = —p(x)sgn(xz)
p() = Irxg | + [xepxs| + x| + 6

Figura 3: Diagrama de blocos do controle por re-
alimentagao de estado.

Neste trabalho, assume-se que todos os para-
metros do sistema de Lorenz sao incertos. Nas se-
¢oes a seguir propoe-se uma estratégia de controle
utilizando limitantes dos parametros do sistema
e sem o conhecimento exato destes. Além disso,
utiliza-se apenas o valor medido de uma das va-
ridveis de estado como saida para o projeto do
controlador.
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5 Observadores da Norma

O observador da norma é uma técnica capaz de
estimar a norma do vetor de estado de um sis-
tema através de valores de limitantes inferiores e
superiores de seus parametros. Essa estimativa es-
tara sempre acima da norma do estado observado
a menos de um termo exponencial decrescente, re-
lacionado com o transitério da resposta.

Em (Oliveira et al., 2010), foi desenvolvida
um método baseado nos trabalhos de (Sontag and
Wang, 1997) e (Krichman et al., 2001) para a ob-
tencao dos observadores da norma. Este método é
capaz de contemplar de forma direta as equagoes
diferenciais que formam o sistema de Lorenz. A
descricao do método com maior rigor matematico
pode ser encontrada nas referéncias que foram ci-
tadas acima, e os principais resultados sao vistos
abaixo.

Seja um sistema nao-linear genérico:

onde y € R é encarado como uma entrada para
o sistema e z € R™ é o estado do sistema, nao
disponivel. As fungdes incerta f é continua por
partes em t e localmente Lipschitz continua nos
outros argumentos.

Definicao 5 Um observador da norma para
o subsistema (23) é um sistema dindmico SISO
de primeira ordem da forma:

&=\ +p(y,t), (24)

com entrada ¢(y,t) e saida &, tal que o estado x
de (23) satisfaz

()] < [2(0)] + k(2(0)| + [2(0)))e™™,  (25)

Vt > 0, com alguma constante k > 0 e para cada
estado inicial £(0) e Z(0), sendo: (i) X > 0 uma
constante e (ii) ©(y,t) uma fungdo nao-negativa,
continua em Yy e continua por partes em t,
satisfazendo ¢ < ¥(ly|) + k, para algum ¥ € K e
alguma constante k > 0.

No caso invariante no tempo, sabe-se que o
sistema (23) é ISS com respeito a y, entao ele ad-
mite tal observador da norma e a planta é de fase
minima.

Por andlise direta do sistema (5)-(7) é facil vi-
sualizar que a dinamica que governa x; é ISS em
relacao a 2 e que a dindmica de z3 é ISS com
relacdo a funcdo xixs. Assim sendo, ao conside-
rar a saida do sistema y = x4, pode-se utilizar a
técnica dos observadores da norma para construir
um controlador baseado apenas em realimentagao
de saida.

Deste modo, define-se os limitantes dos para-
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metros do sistema de Lorenz da seguinte forma:

cg<o<7T (26)
r<r<7F (27)
b<b<b (28)

e, entao pode-se especificar o observador da norma
para as variaveis de estado x1 e x3, como:

i1 = —0od +oy (29)
i3 = —biy + i1y (30)

onde 21, 3 € R sao incluidos no vetor de estado
estimado & = [21 y i"g]T e os limitantes o, @, r, T,
b, b sdo constantes positivas conhecidas.

Assim como em (25), majorantes para a
norma de x; e x3 podem ser obtidos a menos
de termos exponencialmente decrescentes devido
as condigoes iniciais z1(0) e x3(0), tratados aqui
como termos transitorios.

6 Controle por Modos Deslizantes Via
Realimentagao de Saida

A partir dos resultados das secoes anteriores
é possivel desenvolver uma lei de controle por
realimentagao de saida baseada em observadores
da norma que garanta a estabilidade global do
sistema de Lorenz.

Teorema 2 Se controlador por modos desli-
zantes wvia realimentacao de saida u € dado
por

u=—[Fi1| + [2125] + |y + dlsgn(y), ~ (31)

onde § € uma constante positiva arbitrariamente
pequena e y = xo € a unica saida medida do
sistema  (5)-(7), entdo o ponto de equilibrio
(z1,22,23,%1,23) = (0,0,0,0,0) do sistema dado
pelas equagoes (5)-(7) e (29)-(30) € globalmente
assintoticamente estdvel.

Prova: Suponha o sistema formado pelas
equagbes (5)-(7), e o observador da norma
construido a partir da saida y = 9, dado pelas
equagdes (29)-(30).  Considere a varidvel de

deslizamento
s(z)i=zo =y (32)
Construindo uma fun¢éo de Lyapunov como
1
V=3’ (33)

entao, a derivada de V' ao longo da trajetéria do
sistema formado pelas equagoes (5)-(7) é dada por

V=yj (34)
=y(re; — 123 —y +u). (35)

A partir da equagao (34) é ficil constatar que
V <0seyy<0.
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Suponha um controlador por modos deslizantes
via realimentagao de saida da forma:

u = —p(&)sgn(y). (36)
Fazendo-se
d(z) =rzy — 123 — Y, (37)

pode-se reescrever a equacao (35) como

V =yld(x) +u], (38)
em que
d(2)| < [F21| + |[Z123] + [y] - (39)

Projetando o controlador (36) de tal forma que
que p(Z) > |d(z)| garante-se que V' < 0, YV, depois
de um regime transitorio. Pode-se fazer entao:

p(Z) = [F21] + [2123| + |y| + 0, (40)

garantindo que o modo deslizante ideal seja atin-
gido em tempo finito. Dessa forma, o controlador
(36) pode ser descrito como

w=—[[Fir| +[2125] + |y| + Olsgn(y).  (41)

assim como em (31). Substituindo (41) em (38)
garante-se que )
V< =dlyl. (42)

Entao, de acordo com a Definigao 4, y = xo2 = 0
é alcancada em tempo finito e, de acordo com
a propriedade ISS das dinadmica de x1, x3, Z1 €
Zo com respeito a y, todos os estados tendem
globalmente exponencialmente a zero.

A Figura 4 apresenta um diagrama de blo-
cos que ilustra a agdo do controlador por
realimentagao de saida.

¥

3

)
Sistema de Lorenz ObservadordaNorma & _ Ll]

% =—0%, +ox, = & 20 e
* ! 2 yEn X =-0% +oy

£5 = —bRs + £y

Xy =TX; — X X3 — X+ U
X3 = —bx; + X%,

Controlador

u(®) = —p(®sgn(y)
P = 72| + 1%, %3] + [yl + 6

Figura 4: Diagrama de blocos: controle por reali-
mentacao de saida.

7 Resultados Numéricos

Em todas as simulagoes os pardmetros e condigoes
iniciais foram escolhidos como: ¢ = 10, r = 28,
b=%, 6=01, :(0) = 235(0) = 0 e 22(0) = 1.
A estimativas para os parametros foram escolhi-
das como ¢ = 5, @ = 15, r = 14, 7 = 42,

b=%2¢b =1 Além de escolher § = 0.1 e

3 3
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21(0) = 22(0) = 23(0) = 0. As Figuras 5 e 6 mos-
tram, em malha aberta, as normas das varidveis
de estados e suas respectivas normas observadas
de acordo com as equagoes (29) e (30). A Figura
7 mostra o funcionamento do sinal de controle em
funcdo do tempo. As Figuras 8 e 10 apresentam
novamente as normas das varidveis de estados e
suas respectivas normas observadas, em malha fe-
chada. A Figura 9 ilustra o comportamento das
variaveis de estado em malha fechada.

—
_‘jl‘

| | | i | | i | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s)

Figura 5: Comportamento da norma de x; e de
Z1, em malha aberta.

— 3|
— &

100 B

5
«s)

Figura 6: Comportamento da norma de x3 e de
T3, em malha aberta.

t(s)

Figura 7: Comportamento do controlador u.

8 Conclusao

Explorando as caracteristicas ISS do sistema de
Lorenz, foi possivel projetar um sistema de con-
trole por modos deslizantes baseado em observa-
dores da norma capaz de estabilizar globalmente
o sistema em malha fechada mesmo considerando
seus parametros incertos. Com o uso da técnica de
observadores de norma, as estimativas da norma
do estado usadas no projeto do controlador sao
maiores do que a do sistema original de Lorenz
ap6s uma fase transitéria. Com isso, a amplitude
do sinal de controle tende a diminuir a medida
que o estado tende para zero. Além disso, esti-
mativas menos conservadoras podem ser obtidas
se o grau de incerteza no sistema diminuir, isto
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0 05 1 15
1(s)

Figura 8: Comportamento da norma de x; e de
21, em malha fechada.

Figura 9: Comportamento das varidveis de estado
1, T9 € x3, em malha fechada.

é, nos aproximar-se dos valores reais dos parame-
tros. Por fim, a justificativa para colocar o sinal
de controle no segundo canal do sistema (1)-(3) e
a escolha da saida y = x5 deve-se ao fato de que,
apenas sobre estas condicoes, consegue-se garantir
a nao perda de controlabilidade do sistema, além
de descrevermos todas as componentes do vetor de
estado como subsistemas ISS com respeito a saida
medida.
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