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Abstract— The vector field associated to pendulum equation may to be view as a perturbation of a integrable
system. From the orbits integrable system seeks to associate a vector field where this neighborhood is chosen
stable limit cycle, using averaging of tools and the first return applications.
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Resumo— O campo vetorial associado a equagdo do péndulo pode ser vista como uma perturbagdo de um
sistema integravel. A partir de érbitas no sistema integravel associado procura-se um campo nesta vizinhanga
onde o ciclo limite escolhido é estdvel, utilizando-se de ferramentas com averaging e aplicagoes do primeiro

retorno.
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1 Introducao
Seja o campo vetorial fy S x R —
T (S* x R), x £y (x) tal que

_ T2

fobol= | k) | 1)

Tal campo representa a dinamica do péndulo sim-

ples. Tal sistema pode modelar, por exemplo, ro-

tores excéntricos ou manipuladores robdticos.
Um Hamiltoniano para tal sistema é

2

H:SIXR*)R,XF—)QSH}2(%)+% (2)
A Teoria de Controle tem como objeto de estudo
a acao de familias de campos de vetores em vari-
edades diferencidveis. Assim, consideraremos ao
longo do texto algumas perturbagoes do campo 1
e seu comportamento. Matematicamente, preten-
demos identificar a topologia dos conjuntos mini-
mais, as bifurcagoes e a integrabilidade dos siste-
mas.

Um modelo mais realistico para o péndulo

¢ dado pelo seguinte campo: f : T? x R —
T (T? x R), x — f(x) sendo

w
£(x)] = 22 3)

f (zo,z1,22) — sin (x1) — pxs

com p > 0. Dentre as questoes relevantes na Teo-
ria de Sistemas Dinamicos destacam-se a existén-
cia de conjuntos minimais, sua topologia, a varia-
¢ao da mesma no espago de parametros e a inte-
grabilidade.

Ja na Teoria de Controle destaca-se a de-
terminagao do campo vetorial para o qual o sis-
tema apresenta um comportamento previamente
escolhido. Ver por exemplo (Sinha and Ravin-
dra, 2000) e (Rafikov and Balthazar, 2004) para
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o caso de sistemas cadticos. Para o caso de siste-
mas mecanicos ver (Pontes et al., 2000). Neste
aspecto a integrabilidade tem um papel impor-
tante ao conferir a propriedade da controlabili-
dade aproximada ao sistema e garantir a existén-
cia de conjuntos densos de érbitas fechadas.

2 Resultados Principais

Nesta secao apresentam-se alguns resultados com
respeito a bifurcagoes em perturbagoes de 1 e to-
pologia de conjuntos minimais. Seja a perturba-
¢ao invariante de 1 da forma fy 4+ uf; sendo

| )

o — T2

6ol = |

Sem perda de generalidade suponha que o« > 0.
Segue o seguinte resultado com respeito a bifurca-
coes.

Lema 1 O campo 1 com a perturbacdao 4 apre-
senta uma bifurcacao sela-né com ponto de re-
torno em x* = (g,O). Hd um ponto de equi-
brio estdvel e um instdvel tipo sela hiperbdlica para
pa < 1, porém nao hd singularidade para po > 1.

Apesar do teorema anterior estabelecer que nao
hé singularidade para pa > 1, o resultado a se-
guir mostra que ha ao menos um conjunto mini-
mal para este caso.

Lema 2 Hd ao menos um conjunto minimal em
St x10,82[: Bo >a+ipamuoz>1.

O préximo resultado identifica a topologia do con-
junto minimal apés a bifurcagao.

Teorema 3 O sistema apresenta um ciclo-limite
estdvel da forma x(t) = o (t,1) + o (L) para as
condi¢oes pa > 1 e a suficientemente grande.
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Pode-se dizer que um sistema modelado pela equa-
¢ao do péndulo descreve antes da bifurcacao, por
exemplo, um rudimentar manipulador robético e
apdés a mesma um rotor com excentricidade.

Um problema fundamental para a Teoria de
Controle é a estabilidade de uma 6rbita fechada no
problema nao integravel o que, na teoria classica, é
obtida através do campo linear no espago tangente
a uma singularidade hiperbdlica.

3 Prova dos Resultados Principais

Nesta secao faz-se a demonstracao dos resultados
apresentados na secao anterior. Apods isto realiza-
se uma discussao sobre as érbitas fechadas e a
existéncia de um campo na vizinhaca do campo
integravel onde a mesma é estavel.

3.1 Prova do Lema 1

A prova do primeiro teorema é baseada unica-
mente em um estudo qualitativo do problema per-
turbado.

Prova: Seja o campo perturbado

X:xgg—xl—l—(ua—sinxl—uxg)g—xz (5)
Note que o sistema perturbado apresenta as se-
guintes singularidades: x% = (0,0) e x; =
(mr—0,0) sendo 0 < 0 < T esinf = au. As-
sim, o sistema admite singularidade se ap < 1.
Considere que 0 < 6 < 7. O polinémio ca-
racteristico do campo linear é A% + p) + cosz7.
Se 7 = 6 = coszj > 0 = Re(M2) < 0
o que indica que a singularidade é estavel. Se
2] =m—0=cosz] <0=> X <0eX >0
o que indica que a singularidade é uma sela hiper-
bélica. Para ¢ = 7 ha uma tnica singularidade
em X, = (g, 0) e a mesma nao ¢é hiperbdlica, pois
Ao = 0. Entao x. é um ponto de retorno. O

O resultado anterior evidencia uma transicao qua-
litativa no comportamento o sistema. Os teoremas
que seguem indicam uma auto-oscilacao.

3.2 Prova do Lema 2

Este resultado consiste em um teorema de exis-
téncia de conjunto minimal. O mesmo faz-se ne-
cessario devido a inexisténcia de singularidades do
campo 5 para pua > 1. Para a demonstracao serda
utilizada a extensao do Principio da Invariancia
de LaSalle. Ver, por exemplo, (Barbashin, 1970).

Prova: Seja o campo escalar h(x) = x2. Note
que, como S' x R é um cilindro, o setor cilindrico
Co = S x [B1,82] é compacto com bordo dCy =
St x {B1} U St x {B2}. Assim, basta verificar a
existéncia de (1,82 € R tal que o campo esteja
orientado para o interior de Cy. Seja a derivada
de Lie Lxh (x) = pa —sinz; — uxs. Note que
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Lxh(x1,0) = pa —sinxz; > pa —1 > 0. Seja
B > a + i, entdo Lxh (z1,P2) = pa —sinxzy —
uhe < —1 —sinz; <0. O

Assim este este resultado assegura existéncia de
conjunto minimal a despeito da inexisténcia de
singularidade do campo.

3.8 Prova do Teorema

A prova deste resultado faz uso do Teorema da
Média (Guckenheimer and Holmes, 1983).

Prova: Sejam a translacao x = y + aés e a ho-
motetia 7 = at. Chamando € = é t 0<e<< 1.
Entao o campo resultante é

B B
Y = (1+eys) — —e(siny; + — (6
(1+ eya) o € (siny; + py2) 9% (6)

Note que o campo 6 é uma perturbacao do oscila-
dor harménico e y1 (1) = 74+ 0(e) = 1 (t) =

at + o(e). Assim temos a equacio 2 =
s (Sin Y14+pyo

dyy
Ew ) = €9 (y1,y2,€). A equagdo mé-
dia associada é 3% = —euys estavel na origem.
Pelo Teorema da Média, existe uma orbita fechada
estdvel satisfazendo ya(7) = 01 () = z2 (1)

a+o(e). ;

Este teorema responde a tultima questao sobre o
conjunto minimal: sua topologia.

4 A Questao da Integrabilidade

Seja o campo na forma f T2 x R —
T (T? x R), x + fy (x) sendo [f(x)] =

w 0
To +p 0 (7)
—sin (z1) acos (zg) — X9

A dindmica desenvolve-se em uma folheacdo de
toros T?: um toro sélido. Segue um resultado de
existéncia de conjunto minimal para tal campo.

Lema 4 FEziste pelo menos um conjunto minimal
para o sistema dindmico descrito por 7 em T? x

-8, 8] para > o+ %

Prova: Aqui também faz-se uso de uma Exten-
sao do Principio da Invaridncia de LaSalle. Ver
(Barbashin, 1970) Como T2 x R ¢é uma folhe-
acdo de toros T2, T? x [-f3,] é compacto e
O (T? x [-B,B8]) = T? x {—BYUT? x {B}. As-
sim, basta verificar que o campo esta orientado
para o interior de T2 x [—f, 8]. Seja o campo es-
calar h (x) = z2. Entéo a derivada de Lie é dada
por L¢h (x) = poaccos (xg) — sin (z1) — paa. Note
que — (pa+ 1+ pxe) < Leh (x) < pa+ 1 — pas.
Assim, se 8 > a—&—i = —(pa+1+pp) <0<
Leh (x) <0< pa+ 1+ p(=p). m
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O resultado anterior assegura que, indepen-
dentemente da natureza da estabilidade do sis-
tema, o mesmo é globalmente estavel. Na reali-
dade pode-se provar que tal sistema é localmente
instavel para determinadas condigoes.

4.1 Integrabilidade

O campo integrdvel 1 tem como fluxo @;(x) =
2 (am (Qt — ¢, é) ,dn (Qt — 0, é)) sendo 20?2 =
2sin? (‘”—21) + %3 uma intrgral primeira e ¢ =
F(—xl,é) outra integral. am e dn sdo fun-
coes elipticas Jacobianas e F é uma integral
eliptica. A érbita homoclinica, para condigoes
iniciais xg = (0,2), é dada por ¢;(xg) =
+2 (arcsin (tgh (t)) , —sech (t)).

Para estabelecer condigoes para integrabili-
dade seja 4 =€ : 0 < € << 1. Assim tem-se o
seguinte resultado

Lema 5 O sistema descrito por 7 € integrdvel
se a < %cosh (%) e nao-integrdvel para o >
%cosh (%)

Prova: A prova deste lema é baseada no crité-
rio de Mel'nikov. Ver (Guckenheimer and Hol-
mes, 1983). A funcdo de Poincaré-Mel'nikov
para este sistema em relagao a érbita homoclinica
acima é M (t) = 2[amsech () cos(wt) —4].
Para que esta tenha zeros simples basta que o >
%cosh ( %) e, por outro lado, que nao tenha zeros
basta que a < %cosh (%) O

O critério de Mel’'nikov preve a persisténcia de es-
truturas homoclinicas, o que implica, pelo Teo-
rema de Smale-Birkhoff, na existéncia do mapa da
ferradura, ver (Guckenheimer and Holmes, 1983)
e (Hirsch et al., 2003). Assim temos um conjunto
enumeravel de érbitas fechadas de periodo arbi-
trariamente longo.

Considere, agora, o caso nao-perturbado asso-
ciado a 7. Note que tal sistema apresenta um con-
junto enumeravel de toros com érbitas de perio-
dos iguais a nK (Q2) = 2T tais que 2 = £« € Q
sendo K (£2), dado por uma integral eliptica, o pe-
riodo das fungdes elipticas dadas acima.

As técnicas usuais de controle, por exemplo
OGY, exigem que primeiramente localizem-se 6r-
bitas fechadas no sistema nao integravel. Deve-
mos determinar as orbitas fechadas que persistem
no caso nao integravel.

Lema 6 fO%Tm xo (1) (acos (wt) — o (t))dt = 0,
xa (1) :2dn(Qt—q§,$), Q=K1 (2;7%), m €
Z, n € Z* = esta € uma orbita fechada persis-

tente.

Prova: Note que o problema nao perturbado tem
hamiltoniano dado por 2. Assim pode-se mostrar
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facilmente que, para o problema perturbado tem-
se que H = exy (arcos (wt) — x3). Note no sis-
tema nao perturbado, a Orbita é fechada sobre
um toro. Para o caso perturbado pode-se con-
siderar a variacao de H ao longo desta trajetéria
com um erro da érdem de €?(Arnold, 1985). Entdao
AH =¢ fohTm 3 (t) (acos (wt) — @2 (t)) dt+o (€2).
Note que com as condigoes do lema, a orbita é fe-
chada. ]

Entao deve-se testar as drbitas fechadas do sis-
tema integravel e ver se as mesmas persistem no
caso nao integravel. O nuimero de testes é fi-
nito, pois, pelo Teorema de Smale-Birkhoff, existe
o mapa da ferradura se ha persistécia de érbitas
homoclinicas e neste mapa a um conjunto enume-
ravel de orbitas fechadas do tipo sela-hiperbdlica.

Ao localizar tal Orbita, basta estabilizé-la.
Pode-se fazer isto utilizando o Teorema da Mé-
dia (Guckenheimer and Holmes, 1983), fazendo
uma alocagdo de polos no sistema médio. Seja
G = fO%Tm 22 (t) (acos (wt) — wo (t)) dt.  Se
G(Q) = 0 e G' () > 0 basta dereminar um
controle de forma que G; () =0e G () <0

5 Contribuicao deste artigo

Este trabalho visa sugerir algumas ideias para o
controle de caos utilizado algumas das proprieda-
des do mesmo, a saber: conjunto enumeravel de
orbitas fechadas de periodo arbitrariamente longo
a ser estabilizada pelo controlador; e érbita densa,
que confere controlabilidade aproximada ao sis-
tema. Faz-se isto aplicando-se, como estudo de
caso, ao problema do péndulo, de interesse teérico
(Arnold, 1985).

6 Conclusoes

A estrategia de controle utilizando-se das proprie-
dades do caos apresenta intimeras vantagens den-
tre as quais o baixo esforco de controle. Para isto
utilizou-se como exemplo o problema do péndulo.
A determinacao de uma 6rbita fechada a partir de
orbitas fechadas no sistema integravel parece ser
um caminho promissor.
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