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Resumo. Vários fenômenos f́ısicos descritos por distribuições estat́ısticas com dependências
no espaço e no tempo resistem à descrição por meio de equações diferenciais parciais com
derivadas de ordem inteira i.e. não se reduzem a uma difusão nem à propagação de ondas.
Assim, modelos alternativos podem ser elaborados usando equações de difusão generalizadas
por meio de derivadas fracionárias ou não inteiras, no tempo e/ou no espaço. Uma larga
classe de fenômenos biológicos, econof́ısicos, qúımicos etc vêm sendo descritos desta maneira.
Por outro lado, simulações baseadas em passeios aleatórios também são utilizadas para
modelar a dispersão de populações. Neste trabalho, calibramos os parâmetros da solução
de um problema de valor de contorno de uma equação diferencial fracionária no tempo, a
fim de que esta equação descreva a distribuição de vôos aleatórios previamente simulados.
As simulações consistem de random walks com distribuições de passos de comprimentos
aleatórios.

Palavras-chave. Derivação fracionária, subdifusão, calibração

1 Introdução

Equações de difusão com derivadas fracionárias no tempo ou no espaço podem descrever
a disseminação de epidemias [1, 2], problemas de movimentos populacionais biológicos
[3–5], dentre outros. Tem-se, ainda, que a formulação de fenômenos difusivos em termos de
caminhos aleatórios é de fundamental importância para o estudo de processos difusivos [6].

O objetivo deste trabalho é verificar a aplicabilidade de modelos com equações diferen-
ciais parciais fracionárias [7] em simulações de vôos com passos de comprimentos aleatórios,
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calibrando os parâmetros do modelo através de dois métodos: análise de dispersão sobre
os resultados da simulação e por ajuste da solução de uma equação diferencial parcial
fracionária temporal (EDPFT) ao histograma de posições de vôos simulados. Os ajustes
dos modelos às simulações é verificado via coeficientes de correlação.

2 Simulação de vôos

Vôos unidimensionais de uma população de N = 10.000 indiv́ıduos em um tempo
total t = 16.000 são simulados, com distribuição de passos aleatórios segundo as funções

densidade de probabilidade normal p(x) = 1√
2π
e−

x2

2 ou com lei de potência p(x; a) =

axa−1, com a = 2; 2, 5 e 4. Estas simulações geram 10.000 séries de comprimento igual a
16.000 e vôos que chamaremos, respectivamente, de NSF (normal simulated flight) e PSF
(power law simulated flight).

A figura 1 mostra os gráficos t × 〈x2〉, onde 〈x2〉 é o desvio médio quadrático dos
deslocamentos das N séries. Observe a existência de uma relação linear entre as variáveis.
Na figura 2 estão os histogramas de posições, em escala logaŕıtmica, dos vôos aleatórios
simulados NSF e PSF.
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Figura 1: Evolução temporal do desvio quadrático médio, 〈x2〉, das posições de vôos simu-
lados de N = 10.000 indiv́ıduos com 16.000 passos de comprimentos aleatórios, segundo
distribuições normal e segundo lei de potência com parâmetros variados.

3 Análise de dispersão e solução da EDPFT

Na teoria do movimento Browniano a relação de Einstein fornece o desvio quadrático
médio dos deslocamentos como uma função do coeficiente de difusão, D, e do tempo,
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Figura 2: Histogramas de posições de vôos de N = 10.000 indiv́ıduos com 16.000 passos
de comprimentos aleatórios, segundo distribuições normal (NSF) e segundo lei de potência
(PSF) com parâmetros variados.

t, 〈x2(t)〉 = 2Dt [8, 9]. Generalizando esta relação, quando a dispersão apresenta um
comportamento subdifusivo, mostra-se [9] que o desvio quadrático médio pode ser escrito
como

〈x2(t)〉 =
2Dα

Γ(1 + α)
tα, 0 < α < 1. (1)

A equação 1 é uma lei de potência em t. Para futura determinação dos parâmetros α
e D a partir das simulações, reescreve-se 1 como uma reta no plano log2(t)× log2〈x2(t)〉,

com coeficiente angular α e intercepto log2

(
2D

Γ(1 + α)

)
,

log2(〈x2(t)〉) = log2(2D) + α log2(t), 0 < α ≤ 1 . (2)

Considere, agora a EDPFT, onde D é o coeficiente de difusão e α é a ordem da derivada
fracionária,

∂α

∂tα
u(x, t) = D

∂2

∂x2
u(x, t), 0 < α < 1, −∞ < x <∞, t > 0 , (3)

que, sujeita às condições de contorno e inicial apropriadas

u(±∞, t) = 0, u(x, 0) = Nδ(x), ut(x, 0) = 0, (4)

constituem juntas um problema de valor de contorno aberto unidimensional. Sabendo que
a definição da derivada fracionária no tempo é dada no sentido Caputo [10], a solução
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da EDPFT 3, sujeita às condições de contorno e inicial 4, é uma função densidade de
probabilidade [6] dada por [10]

Gα(x, t) =
N

2
√
Dt

α
2

∞∑
k=0

(−z)k

k!Γ(−α
2 k + (1− α

2 ))
, z =

|x|√
Dt

α
2

. (5)

O caso α = 1 em 5 corresponde à densidade de probabilidade normal G1(x, t). Note
que como 0 < α < 1 as funções Gα(x, t) apresentam caracteŕısticas subdifusivas. Na figura
3 estão as soluções Gα(x, t) para t fixado, ora considerando variações de α com D = 1,
ora considerando variações de D com α = 1

2 .
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Figura 3: Soluções Gα(x, t) problema de valor de contorno 5 para t = 1. A figura (A)
mostra as soluções para diferentes valores de α com D = 1. Na figura (B), tem-se Gα(x, t)
para α = 1

2 e variações de D .

4 Análise de dispersão e ajustes teóricos

Para a análise da dispersão das posições dos vôos aleatórios simulados dos N = 10.000
indiv́ıduos durante um tempo t = 16.000 foram utilizadas regressões lineares sobre as retas
da figura 1. Os parâmetros α e D da equação 2 serão chamados, respectivamente, de αS e
DS , referindo-se à simulação. Os resultados deste ajuste podem ser observados na tabela
1.

Uma abordagem alternativa para o estudo da aplicação do modelo às simulações pode
ser feita através do ajuste da solução Gα(x, t) da EDPFT 3 aos histogramas da figura 2
dos vôos simulados NSF e PSF. O método de otimização Nelder Simplex foi adaptado para
encontrar os parâmetros α e D deste ajuste [11]. Os parâmetros obtidos nesta abordagem
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serão chamados, respectivamente, de αT e DT , referindo-se a ajustes da solução teórica e
podem ser observados na tabela 1.

Tabela 1: Valores dos parâmetros, αS e DS , obtidos a partir da análise de dispersão das simulações

de vôos com passos aleatórios segunda as distribuições normal e lei de potência com respectivos

coeficientes de correlação (c.c.S.). Valores dos parâmetros αT e DT obtidos pelo ajuste da curva da

solução Gα(x, t) do problema de valor de contorno fracionário sobre o histograma de posições dos

vôos simulados normal (NSF) e lei de potência (PSF) com respectivos coeficientes de correlaçao

(c.c.T.).

Distribuição αS DS c.c.S. αT DT c.c.T.

NSF 0.9989 0.5026 0.9939 1.0091 0.4600 0.9929

PSF (a=2) 0.9997 0.0839 0.9972 0.9997 0.0853 0.9901

PSF (a=2.5) 0.9985 0.0939 0.9390 0.9701 0.1232 0.9323

PSF (a=4) 0.9976 0.1082 0.9922 0.9954 0.1170 0.9874

Os parâmetros αS , DS , αT e DT obtidos pelos dois métodos distintos acima, geram as
soluções teóricas GαS (x, t) e GαT (x, t), conforme a calibaração destas soluções são feitas,
respectivamente, com parâmetros simulados ou teóricos. O ajuste destes modelos aos
histogramas simulados são mostrados nas figuras 4 e 5 para comparação. Na tabela 1 se
encontram os coeficientes de correlação das soluções GαS (x, t) e GαT (x, t) calibradas com
os histogramas dos vôos simulados para os casos NSF e PSF [12].
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Figura 4: Modelo simulado GαS (x, t) para os histogramas de posições dos vôos aleatórios
simulados de N = 10.000 indiv́ıduos em um tempo t = 16.000 segundo distribuições
normal (NSF) e lei de potência (PSF) com parâmetros variados.
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Figura 5: Modelo teórico GαT (x, t) para os histogramas de posições dos vôos aleatórios
simulados de N = 10.000 indiv́ıduos em um tempo t = 16.000 segundo distribuições
normal (NSF) e lei de potência (PSF) com parâmetros variados..

5 Conclusões

Neste trabalho foram utilizados dois métodos para calibrar parâmetros de um modelo
teórico sobre simulações de vôos com distribuições de passos de comprimentos aleatórios.
O primeiro utilizou regressão linear para calcular os parâmetros αS e DS e, assim, ob-
ter o modelo simulado GαS (x, t). A duplicidade de métodos mostrou-se interessante para
estudar a melhor metodologia de calibração. Houve pouca diferença, mas a análise de dis-
persão sobre os dados de calibração mostrou sempre um melhor coeficiente de correlação
como pôde ser constatado na tabela 1. Os modelos teórico e simulado representaram
bem o sistema sem grandes discrepâncias e com bons coeficientes de correlação em am-
bas as metodologias. Pode se dizer que as equações diferenciais parciais fracionárias se
aplicam bem como modelos para descrever simulações de vôos com distribuição de passos
de comprimentos aleatórios nas condições simuladas aqui para as funções densidade de
probabilidade normal e lei de potência.
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McGraw-Hill, 2013.

[12] D. C. Montgomery. Estat́ıstica aplicada e probabilidade para engenheiros. Livros
Tecnicos e Cient́ıficos, 2003.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0421 010421-7 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0421

