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Resumo. Virios fendmenos fisicos descritos por distribuigoes estatisticas com dependéncias
no espago e no tempo resistem a descricao por meio de equagoes diferenciais parciais com
derivadas de ordem inteira 4.e. nao se reduzem a uma difusdo nem a propagacao de ondas.
Assim, modelos alternativos podem ser elaborados usando equacoes de difusio generalizadas
por meio de derivadas fracionédrias ou nao inteiras, no tempo e/ou no espago. Uma larga
classe de fendmenos bioldégicos, econofisicos, quimicos etc vém sendo descritos desta maneira.
Por outro lado, simulagoes baseadas em passeios aleatorios também sao utilizadas para
modelar a dispersao de populagoes. Neste trabalho, calibramos os parametros da solugao
de um problema de valor de contorno de uma equacao diferencial fraciondria no tempo, a
fim de que esta equacao descreva a distribuicao de voos aleatdrios previamente simulados.
As simulagoes consistem de random walks com distribuicbes de passos de comprimentos
aleatérios.

Palavras-chave. Derivagao fracionaria, subdifusao, calibragao

1 Introducao

Equacoes de difusao com derivadas fraciondrias no tempo ou no espago podem descrever
a disseminacdo de epidemias [1,2], problemas de movimentos populacionais biolégicos
[3-5], dentre outros. Tem-se, ainda, que a formulagao de fenémenos difusivos em termos de
caminhos aleatérios é de fundamental importancia para o estudo de processos difusivos [6].
O objetivo deste trabalho é verificar a aplicabilidade de modelos com equacoes diferen-
ciais parciais fraciondrias [7] em simulagoes de voos com passos de comprimentos aleatérios,
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calibrando os parametros do modelo através de dois métodos: andlise de dispersao sobre
os resultados da simulagao e por ajuste da solucdo de uma equacao diferencial parcial
fraciondria temporal (EDPFT) ao histograma de posi¢oes de voos simulados. Os ajustes
dos modelos as simulagoes € verificado via coeficientes de correlacao.

2 Simulacao de voos

Vo6os unidimensionais de uma populacao de N = 10.000 individuos em um tempo

total ¢ = 16.000 sao simulados, com distribuicao de passos aleatérios segundo as fungoes
2

L ¢="2 ou com lei de poténcia p(z;a)

densidade de probabilidade normal p(z) = Worsd
ar® !, com a = 2; 2,5 e 4. Estas simulacdes geram 10.000 séries de comprimento igual a

16.000 e voos que chamaremos, respectivamente, de NSF (normal simulated flight) e PSF
(power law simulated flight).

A figura 1 mostra os graficos t x (x?), onde (z2) é o desvio médio quadratico dos
deslocamentos das N séries. Observe a existéncia de uma relacao linear entre as varidveis.
Na figura 2 estdo os histogramas de posi¢oes, em escala logaritmica, dos voos aleatérios
simulados NSF e PSF.
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Figura 1: Evolugdo temporal do desvio quadrético médio, (z2), das posicdes de voos simu-
lados de N = 10.000 individuos com 16.000 passos de comprimentos aleatdrios, segundo
distribuigoes normal e segundo lei de poténcia com parametros variados.

3 Analise de dispersao e solugao da EDPFT

Na teoria do movimento Browniano a relagao de Einstein fornece o desvio quadrético
médio dos deslocamentos como uma funcao do coeficiente de difusao, D, e do tempo,
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Figura 2: Histogramas de posicoes de voos de N = 10.000 individuos com 16.000 passos
de comprimentos aleatdrios, segundo distribuigbes normal (NSF) e segundo lei de poténcia
(PSF) com parametros variados.

t, (x2(t)) = 2Dt [8,9]. Generalizando esta relagio, quando a dispersdao apresenta um
comportamento subdifusivo, mostra-se [9] que o desvio quadratico médio pode ser escrito
como

2D
2 « le'
z(t) = =——t%, O<a<l. 1
@0) = 7y 1o (1)
A equagado 1 é uma lei de poténcia em t. Para futura determinagéo dos parametros «
e D a partir das simulagdes, reescreve-se 1 como uma reta no plano logy () x logy(22(t)),

. . 2D
com coeficiente angular « e intercepto log, 7) ,

I'l+a«
logy((#2(1)) = logy(2D) + alogy(t),  0<a<1. (2)
Considere, agora a EDPFT, onde D é o coeficiente de difusao e a é a ordem da derivada
fraciondria,
% 2
%u(a:,t):Dwu(x,t), 0<a<l, —oco<z<oo, t>0, (3)

que, sujeita as condigoes de contorno e inicial apropriadas
u(£o0,t) =0, wu(xz,0)=Ndo(x), wl(x,0)=0, (4)

constituem juntas um problema de valor de contorno aberto unidimensional. Sabendo que
a definigdo da derivada fraciondria no tempo é dada no sentido Caputo [10], a solugao
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da EDPFT 3, sujeita as condigbes de contorno e inicial 4, é uma funcao densidade de
probabilidade [6] dada por [10]

(=2)* _ =]

N [e.e]
Go(z,t) = D kzo A ETS— = D (5)

O caso a = 1 em 5 corresponde & densidade de probabilidade normal G1(z,t). Note
que como 0 < « < 1 as fungoes G (x, t) apresentam caracteristicas subdifusivas. Na figura
3 estao as solugoes Gy (x,t) para t fixado, ora considerando variagoes de o com D = 1,

ora considerando variagoes de D com a = %

(B)

log (G, 5(z,1))

10°

10

Figura 3: Solucoes G, (z,t) problema de valor de contorno 5 para t = 1. A figura (A)
mostra as solugoes para diferentes valores de o com D = 1. Na figura (B), tem-se G (x,t)
para a = % e variacoes de D .

4 Analise de dispersao e ajustes tedricos

Para a andlise da dispersao das posicoes dos voos aleatorios simulados dos N = 10.000
individuos durante um tempo ¢t = 16.000 foram utilizadas regressoes lineares sobre as retas
da figura 1. Os parametros « e D da equacao 2 serao chamados, respectivamente, de ag e
Dg, referindo-se a simulagao. Os resultados deste ajuste podem ser observados na tabela
1.

Uma abordagem alternativa para o estudo da aplicagdo do modelo as simulagoes pode
ser feita através do ajuste da solugdo G, (z,t) da EDPFT 3 aos histogramas da figura 2
dos voos simulados NSF e PSF. O método de otimizagao Nelder Simplex foi adaptado para
encontrar os parametros « e D deste ajuste [11]. Os parametros obtidos nesta abordagem
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serao chamados, respectivamente, de ar e Dy, referindo-se a ajustes da solugao tedrica e
podem ser observados na tabela 1.

Tabela 1: Valores dos parametros, ag e Dg, obtidos a partir da analise de dispersao das simulagoes
de voos com passos aleatdrios segunda as distribui¢coes normal e lei de poténcia com respectivos
coeficientes de correlacao (c.c.S.). Valores dos pardmetros ar e Dy obtidos pelo ajuste da curva da
solucdo G, (z,t) do problema de valor de contorno fraciondrio sobre o histograma de posigoes dos
voos simulados normal (NSF) e lei de poténcia (PSF) com respectivos coeficientes de correlagao
(c.c.T.).

Distribuicao ag Dg c.c.S. ar Dr c.c.T.

NSF 0.9989 | 0.5026 | 0.9939 | 1.0091 | 0.4600 | 0.9929
PSF (a=2) | 0.9997 | 0.0839 | 0.9972 | 0.9997 | 0.0853 | 0.9901
PSF (a=2.5) | 0.9985 | 0.0939 | 0.9390 | 0.9701 | 0.1232 | 0.9323
PSF (a=4) | 0.9976 | 0.1082 | 0.9922 | 0.9954 | 0.1170 | 0.9874

Os parametros ag, Dg, ar e D obtidos pelos dois métodos distintos acima, geram as
solugoes tedricas Gog(z,t) € Gop(x,t), conforme a calibaragao destas solugoes sao feitas,
respectivamente, com parametros simulados ou tedricos. O ajuste destes modelos aos
histogramas simulados s@o mostrados nas figuras 4 e 5 para comparacao. Na tabela 1 se
encontram os coeficientes de correlagao das solucoes Gog(z,t) € Gop(,t) calibradas com
os histogramas dos voos simulados para os casos NSF e PSF [12].
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Figura 4: Modelo simulado G4 (z,t) para os histogramas de posigoes dos voos aleatérios
simulados de N = 10.000 individuos em um tempo ¢t = 16.000 segundo distribuicoes
normal (NSF) e lei de poténcia (PSF) com parametros variados.
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Figura 5: Modelo tedrico G, (x,t) para os histogramas de posi¢oes dos voos aleatérios
simulados de N = 10.000 individuos em um tempo ¢t = 16.000 segundo distribuicoes
normal (NSF) e lei de poténcia (PSF) com parametros variados..

5 Conclusoes

Neste trabalho foram utilizados dois métodos para calibrar parametros de um modelo
tedrico sobre simulagoes de voos com distribuicoes de passos de comprimentos aleatérios.
O primeiro utilizou regressao linear para calcular os parametros ag e Dg e, assim, ob-
ter o modelo simulado Gog4(z,t). A duplicidade de métodos mostrou-se interessante para
estudar a melhor metodologia de calibracao. Houve pouca diferenca, mas a analise de dis-
persao sobre os dados de calibragdo mostrou sempre um melhor coeficiente de correlagao
como pode ser constatado na tabela 1. Os modelos tedrico e simulado representaram
bem o sistema sem grandes discrepancias e com bons coeficientes de correlacao em am-
bas as metodologias. Pode se dizer que as equagoes diferenciais parciais fracionarias se
aplicam bem como modelos para descrever simulagoes de voos com distribuicao de passos
de comprimentos aleatorios nas condicoes simuladas aqui para as fungoes densidade de
probabilidade normal e lei de poténcia.
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