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Resumo. Este trabalho baseia-se na andlise estatistica dos resultados obtidos no desenvol-
vimento analitico das equacoes de adveccao-difusao utilizando-se a combinagao da Transfor-
mada de Laplace e da técnica GILTT. Os resultados obtidos pelos modelos bidimensional
estaciondrio e transiente e tridimensional aproximado, utilizando os dados do experimento
de Copenhagen, foram analisados. As andlises estatisticas realizadas mostram que o modelo
proposto é eficaz para a predicao da concentragao de poluentes utilizando o conjunto de
dados do experimento de Copenhagen.
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1 Introducao

Nesse trabalho, utiliza-se a solucao analitica para a equagao de advecgao-difusao obtida
pelo método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) para os proble-
mas em equagoes do tipo: bidimensional estacionario, bidimensional transiente e tridimen-
sional (considerando uma Gaussiana na diregao transversal). A modelagem do problema
se dd na Camada Limite Planetaria(CLP) que é definida como a parte da troposfera que é
diretamente influenciada pela superficie terrestre e responde aos forcantes superficiais com
uma escala de tempo inferior a uma hora, efetuando-se uma anélise estatistica dos resul-
tados. Aplicaremos alguns conceitos estatisticos de acordo com os resultados encontrados
pré conhecidos na literatura [7].
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A técnica GILTT é um método totalmente analitico. Esta técnica compreende os
seguintes passos: solucao de um problema associado de Sturm-Liouville, expansao da
concentracdao de poluentes em uma série em termos das autofungoes, substituicdo desta
expansao na equacao de difusdo-advecgao e finalmente tomar momentos. Esse procedi-
mento nos leva a um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias chamadas de problema
transformado. Esse problema é resolvido pela técnica da Transformada de Laplace e dia-
gonalizacao [9].

A estatistica descritiva compreende o conjunto dos métodos estatisticos para resumir
e descrever as caracteristicas proeminentes de conjuntos de dados referentes a observagoes
de fenémenos particulares de uma classe de fenomenos [8]. Nesse sentido, ela inclui a
condensacao de dados em forma de tabelas, sua representacao gréfica e a determinacao de
indicadores numéricos de centro e de variabilidade [3]. Este trabalho baseia-se na andlise
estatistica dos resultados obtidos no desenvolvimento analitico das equagoes de advecgao-
difusdo utilizando-se a combinagao da Transformada de Laplace e da técnica GILTT,
descrito acima. Serao apresentados resultados obtidos pelos modelos bidimensional esta-
cionario e transiente e tridimensional aproximado, utilizando os dados do experimento de
Copenhagen [4,5].

2 Modelagem Matematica do Problema

A equacao de adveccao-difusdo da poluicdo do ar é uma representacao da conservacao
de massa na atmosfera. Assumindo um fechamento Fickiano da turbuléncia, pode-se
escrever a equacao tridimensional transiente da seguinte forma:

dc dc oc Jdc 0 Jdc 0 dc 0 Jdc
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ot Ox Oy 0z Ox < x@a:) Oy ( y@y) 0z ( Zaz) (1)
onde c(x,y, z,t) representa a concentracio média de poluente (g/m?), U, v, w representam
as componentes do vento médio (m/s) nas diregdes x, y, 2, respectivamente, K, Ky e K,
sdo as componentes cartesianas do coeficiente de difusao nas diregoes x, vy, z, respectiva-
mente, S é o termo fonte. Na primeira ordem de fechamento, todas as informagoes sobre

a turbuléncia do processo estao contidas nos coeficientes de difusividade turbulenta.
A equagao (1) estd sujeita as condig¢oes de contorno de fluxo nulo nos contornos:

oe
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E considerado que a atmosfera estd limpa no tempo inicial, ie, ¢(x,y, z,0) = 0.

A condigao de fonte é representada por uc(0,y, z,t) = Q0(y — yo)d(z — Hy), onde Q é
a taxa de emiss@o (g/s), z; a altura da CLP (m), H, é a altura da fonte (m), L, e L, sdo
distancias longe da fonte e § representa a funcao delta de Dirac.
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A solugao do problema (1) é obtida aplicando-se a técnica da transformada integral na
variavel y, transformando o problema 3D em um problema 2D resolvido em [2]. Aplicando
a transformada de Laplace na varidvel temporal, obtemos um problema estacionario, cuja
solugao é encontrada pelo método GILTT [7].

3 Resultados e discussoes

Os resultados preditos neste trabalho foram obtidos pelo médodo da GILTT a partir
de dados coletados em Copenhagen e foi feita uma andlise estatistica quanto as medidas de
posicao e dispersao, tais como, média, mediana, desvio padrao, simetria, curtose, variancia
e coeficiente de variacdo e uma andlise de correlagdo. Os detalhes do experimento de
Copenhagen estao descritos em [1,4,5].

Na Tabela 1 podemos ver as concentracoes observadas no experimento e preditas pelo
modelo GILTT. Foram utilizados os dados de concentracao integrados lateralmente para
a equagao bidimensional estaciondria (aqui denominado GILTT-1), dados com uma maior
resolugao temporal para a equagao bidimensional transiente (aqui denominado GILTT-2),
e dados tridimensionais para a equacao tridimensional estacionaria que aqui é resolvida
assumindo-se que em y tem-se uma distribui¢do Gaussiana da pluma como em [7](aqui
denominado GILTT-3).

Na Tabela 2 apresentam-se os resultados dos indices estatisticos, descritos por [6], e

(Co—Cp)? .
o informa

definidos como: Erro quadrético médio normalizado (NMSE), dado por

sobre todos os desvios das concentracoes do modelo e as concentracoes observadas. E uma
medida adimensional e quanto menor o valor, melhor o modelo. Coeficiente de Correlacao

Co—Co)(Cp—Cp .~ A sl
(COR), (";)% Descreve o grau de associagao ou concordancia entre as variaveis.
o%p

O valor 1 garante uma boa performance. Fator de dois (F'A2), fracdo dos dados (%

normalizados a 1), que estao entre 0.5 < % < 2. Quanto mais préximo de 1, mais

o —

préximos estao os dados. Desvio fracional padrao (F'S), é dado por 05‘7&;‘7?. O valor
) OJFUP)
6timo é zero. Fracao de inclinacao (F'B), é dado por %. Indica a tendéncia do
) o P

modelo de superestimar ou subestimar as concentracoes observadas. O valor 6timo é zero.

Podemos observar das Tabelas 1 e 2 que o modelo GILTT descreve satisfatoriamente
os dados observados no experimento de Copenhagen.

A partir de agora serao feitas as andlises estatisticas que sao o objetivo principal deste
artigo.

Analisando a Tabela 3, observam-se algumas propriedades dos dados através resulta-
dos estatisticos. Tem-se no primeiro conjunto de dados, no que diz respeito as medidas
de tendéncia central, foram verificadas a média e a mediana. Calculando-se a média
encontram-se ¥ = 4.4870 e T = 4.5074 para os valores observados e preditos, respectiva-
mente, identificados como C,, e Cp, para C,, ¢ Cp,, da mesma forma, tem-se T = 4.7595 e
T = 4.2765 e ainda T = 6.3265 e T = 4.7648, identificados como C,, e C),, estabelecendo-
se assim o valor médio de cada conjunto de dados. Encontram-se também as medianas
M, =4.65 e M, = 3.25, M, = 4.1 e M, = 3.765 ¢ M, = 4.53 ¢ M, = 2.83, respectiva-

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0423 010423-3 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0423

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Tabela 1: Concentracoes superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de emissao
(.10~%*sm~2), onde C)p sao os dados preditos pelos modelos e C, representa as concentracoes ob-
servadas experimentalmente.

GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3
Dados C,, | Dados (), | Dados C,, | Dados C,, | Dados C,, | Dados Cp,
6.48 6.84 6.48 5.53 10.50 4.53
2.31 3.97 2.31 3.40 2.14 1.70
5.38 4.65 5.38 3.46 9.85 5.41
2.95 3.05 2.95 247 2.83 2.12
8.20 8.14 8.20 7.47 16.33 8.83
6.22 5.19 6.22 4.78 7.95 3.68
4.30 3.98 4.30 3.77 3.76 2.26
11.66 9.24 11.66 9.02 15.71 14.30
6.72 8.58 6.72 8.98 12.11 17.69
5.84 6.71 5.84 6.31 7.24 8.55
4.97 5.39 4.97 5.04 4.75 5.43
3.96 3.51 6.70 3.53 7.44 5.75
2.22 2.50 3.25 2.37 3.37 2.38
1.83 1.98 2.23 1.95 1.74 1.50
6.70 4.67 4.16 4.45 9.48 4.25
3.25 2.76 2.02 3.17 2.62 1.53
2.23 2.23 1.52 2.56 1.15 1.05
4.16 4.83 4.58 3.18 9.76 5.99
2.02 3.27 3.11 2.29 2.64 2.75
1.52 2.63 2.59 1.80 0.98 1.77
4.58 4.45 8.52 5.02
3.11 2.91 2.66 1.95
2.59 2.19 1.98 1.15

Tabela 2: Avaliagdo estatistica utilizando o experimento de Copenhagen

Modelo | NMSE | COR | FA2 FB FS
GILTT-1 | 0.05 | 0.909 | 1.000 | —0.005 | 0.142
GILTT-2 | 0.090 | 0.848 | 1.000 | 0.107 | 0.127
GILTT-3 | 0.330 | 0.802 | 0.870 | 0.281 | 0.088
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Tabela 3: Tabela das andlises estatisticas.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0423

GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3
Parametros Co, Cp, Co, Chp, Coy, Chps
Somatdrio 103.2000 | 103.6700 | 95.1900 | 85.5300 | 145.5100 | 109.5900
Média 4.4870 4.5074 4.7595 | 4.2765 6.3265 4.7648
Mediana 4.65 3.25 4.1 3.765 4.53 2.83
Variancia 5.9862 4.5087 6.1965 | 4.8942 | 21.1956 | 17.7735
Desvio Padrao 2.3929 2.0767 2.4263 | 2.1462 4.5027 4.1232
Coef. de Var.(%) | 42.5145 | 67.4847 | 48.6700 | 64.3100 | 84.5600 | 81.4540
Simetria 0.5616 1.9128 0.9412 | 1.4240 2.1897 1.1734
Curtose —0.6280 | 4.2911 0.1362 | 2.1650 5.5724 1.0927
Quartil 1 3.2700 2.3100 2.5600 | 2.3100 2.3800 2.1400
Quartil 3 6.8400 5.8400 5.5300 | 6.2200 5.4300 7.9500
Correlagao 0.9096 0.8016 0.8016

mente para (Cy, € Cp,),(Co, € Cp,), (Coy € Cp,)que determinam, em cada conjunto, o valor
central. Quanto as medidas de dispersao, verificaram-se a variancia, o desvio padrao e o
iy (@i—7)?

v | , devido aos dados

coeficiente de variacdo, o desvio padrao (dado por S =

S (zi—x)? )

serem brutos), e a variancia (dada por 5% = ] , sendo que estes 1ltimos indicam,
respectivamente, a distancia que os valores se encontram da média e o quanto de variagao
tem dentro desse conjunto. Ainda, o coeficiente de variagdo (dado por CV = %100),
indica, em termos percentuais, qual a variacao dos dados, que tanto nos dados observados
quanto nos preditos é bastante alto nas trés observagoes, mostra que possuem realmente
uma grande diferenca entre os seus valores. Nota-se que a variancia dos dados, observados
e preditos nos dao a nitida percepcao de que a variancia dos primeiros é maior que a
dos preditos em todas as observacoes, garantindo assim, que a técnica GILTT é eficiente,
gerando bons resultados. Percebe-se ainda, que os dados observados e preditos possuem
valores bastante semelhantes, o que nos lembra a correlacdo que demonstra a relacao entre
os dois conjuntos de dados, ou seja, no presente trabalho, remete ao quao préximo estao
os resultados do nosso modelo GILTT, com os valores reais observados, as magnitudes das
correlagoes foram consideravelmente elevadas (COR = 90,96%) no primeiro conjunto de
dados e (COR = 80,16%) nos outros dois, que estao muito préximo de 100%, garantindo
que os dados preditos estao perto dos observados, isto é, que o modelo GILTT de predicao
pode estimar com bastante precisao o que sera observado em coletas futuras. Os valores
para NMSFE sao bastante pequenos, COR e F'A2 tem valores préximos de 1 e FB e F'S
sdo proximos de zero, garantindo uma boa performance do modelo.

Observando-se os graficos da Figura 1 percebe-se para quantidade de cada valor eixo
X varia uma certa quantidade no valor do eixo y, o que lembra-nos a regressao linear, que
neste caso é positiva e mostra que toda vez que se modificar um valor observado o valor
predito devera acompanhar essa alteracdo. Isso acontece para todos, indicando assim a
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Figura 1: Andlise de regressdo entre os valores observados e os valores preditos em A (primeira
coleta de dados), B (segunda coleta de dados) e C (terceira coleta de dados), referentes as coletas
em Copenhagen.

estabilidade do modelo para esse experimento.

Pode-se também observar os quartis, sendo o primeiro quartil (Q1) o valor que divide
o conjunto em duas partes, tais que um quarto ou vinte e cinco por cento (25%) dos
valores sejam menores do que ele e trés quartos ou setenta e cinco por cento (75%) dos
restantes sejam maiores. O elemento que indica a ordem ou posicao do primeiro quartil
¢ determinado, para dados agrupados em classes, pela expressao Eg, = 7, em que n é o
nimero de valores do conjunto, ou nimero de observagoes. O terceiro quartil é o valor
que divide o conjunto em duas partes tais que um quarto ou vinte e cinco por cento (25%)
dos valores sejam maiores do que ele e trés quartos ou setenta e cinco por cento (75%)
dos restantes sejam menores. O elemento que indica a ordem ou posi¢do do primeiro
quartil é determinado, para dados agrupados em classes, pela expressao Eg, = %”, em
que n é o numero de valores do conjunto, ou nimero de observagoes. Na Tabela 3, no
primeiro conjunto de dados, verifica-se que o primeiro quartil tem valores 3.2700 para
para os valores observados e 2.3100 para os valores preditos, ou seja, 25% dos valores
estao abaixo desses valores e que 75% deles estao acima, enquanto o terceiro quartil tem
valores 6.8400 e 5.8400 para os valores observados e preditos, respectivamente, indicando
assim que 75% dos valores estao abaixo e que 25% dos valores estao acima desses nimeros.
Indicando tal observagao, tem-se no segundo conjunto de dados os valores 2.5600 e 2.3100
para o primeiro quartil para os dados observados e preditos, respectivamente e os valores
5.5300 e 6.2200 respectivamente, para os dados observados e preditos, para o terceiro
quartil. Analogamente, no terceiro conjunto de dados tem-se 2.3800 e 2.1400 para o
primeiro quartil e 5.4300 e 7.9500 para o terceiro quartil, na ordem dos conjuntos de
dados anteriores.
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4 Conclusoes

Utilizou-se a solucao analitica para a equagao de adveccao-difusao obtida pelo método
GILTT para os problemas, com modelagem do problema na CLP e efetuou-se uma andlise
estatistica dos resultados. A estatistica descritiva foi utilizada para resumir e descrever as
caracteristicas dos conjuntos de dados, fundamentando-se na andlise estatistica dos resul-
tados obtidos no desenvolvimento analitico das equagoes de adveccao-difusao combinando
o método da Transformada de Laplace e da técnica GILTT com os dados do experimento
de Copenhagen.

Nos trés conjuntos de dados percebe-se que os valores de NMSFE, COR, FA2, F'S e
F'B levam-nos a acreditar que o modelo GILTT tem uma boa performance e mostrou-se
confidvel na predicao da dispersao de poluentes atmosféricos e também percebe-se que os
valores observados e preditos apresentaram grande variagao para as diferentes coletas.
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