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Resumo. Existe uma grande variedade de trabalhos que tratam do problema de pro-
gramacao linear fuzzy, uma parte aborda condigoes de otimalidade e outra parte aborda
modos de obter solugao. Dentre estes, sao poucos os trabalhos que utilizam técnicas de
pontos interiores. Neste trabalho, apresentamos um algoritmo de pontos interiores para re-
solucao do problema de programacao linear com coeficientes fuzzy na fungao objetivo. Tal
algoritmo é baseado no cléssico algoritmo afim-escala e é do tipo factivel, ou seja, precisa
de um ponto interior factivel para iniciar as iteracoes.
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1 Introducao

Muitos problemas reais envolvem algum nivel de incerteza nos dados ou parametros,
e até mesmo nas solugoes. Em geral, isto ndao é levado em consideracao na hora da
modelagem do problema de programacao linear convencional. Nesse sentido, baseados
na teoria dos conjuntos fuzzy introduzida por Zadeh [14] e nos trabalhos subsequentes
[2,13,16], surgiram os problemas de programagcao linear fuzzy (PLF).

E grande o nimero de trabalhos onde os autores estudam problemas PLF, suas pro-
priedades e mostram estratégias para sua resolugao [3,4, 6,10, 11,15, 16]. Métodos de
pontos interiores estao entre as técnicas mais utilizadas e efetivas na resolugao de proble-
mas de programacao linear, e no entanto sao poucos os trabalhos que utilizam esse tipo
de abordagem em problemas de programacao linear fuzzy.

Neste trabalho, apresentamos um método de pontos interiores para resolucao do pro-
blema de programacao linear fuzzy com coeficientes fuzzy na funcao objetivo. Essa abor-
dagem é uma modificacdo do cldssico algoritmo primal afim-escala [1].
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2 Conceitos basicos sobre niimeros fuzzy

Nesta secao apresentamos os conceitos basicos da teoria fuzzy e como realizar operacoes

com numeros fuzzy. Para maiores detalhes, consultar Dubois e Prade [7] e Pedrycz e
Gomide [12].

Definicao 2.1. Um conjunto fuzzy A € descrito por uma fungdo de pertinéncia que mapeia
os elementos de um universo X no intervalo unitdrio [0, 1]:

pwa: X —[0,1].

As formas mais comuns de fungoes de pertinéncia sao triangular e trapezoidal, outras
formas incluem funcdes gaussiana, exponencial, etc.

Definigao 2.2. Um nimero triangular fuzzy € definido por a = (a,a,a) onde a € o valor
modal (elemento do universo com grau de pertinéncia igual a 1), a e @ sdo os limitan-
tes, inferior e superior, respectivamente. Um numero triangular fuzzy também pode ser
denotado por a = (a,a, ), onde a« = a — a € o espalhamento & esquerda e f =a —a o
espalhamento a direita (o, 5 #0).

Definigcao 2.3. Um nudmero trapezoidal fuzzy ou um intervalo fuzzy € definido por
a = (a,a1,a2,a)onde a1 € o extremo inferior do valor modal, as o extremo superior do
valor modal, a e @ sdo os limitantes, inferior e superior, respectivamente. Um nimero
trapezoidal fuzzy também pode ser denotado por a = (a1,az,«, ), onde « = a3 —a € o
espalhamento a esquerda e B = a — as o espalhamento a direita.

Vejamos algumas operagoes com niimeros triangulares fuzzy utilizando a representacao
com espalhamentos a esquerda e a direita.

Definigao 2.4. Sejam a = (a,a1,51) e b = (b, g, B2) dois numeros triangulares fuzzy e
k € R. Definem-se as operagoes:

o Soma: a+b= (@a+0b,a1 + az, B1 + f2);

e Multiplicagao por escalar: ka = (ka,kaq, kp1), se k>0
ka = (ka,—kpB1, —kay), se k <O0.

As operacoes com numeros trapezoidais fuzzy sao realizadas de modo analogo.

3 Meétodo de pontos interiores primal afim-escala

O problema padrao de programacao linear (PL) é definido por:

min Tz
Az =0b (1)
s.a 2> 0

onde A € R™*™ p e R™eceR".
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O método de pontos interiores primal afim-escala para resolugdo de um problema de
PL foi proposto por Barnes em [1] como uma modificagdo mais eficiente do método de
Karmarkar, [9]. A idéia do método consiste em iniciar com z factivel e interior, isto é,
Az =b, 2° >0, utilizar Pd = P(—V f(x)) = —Pc como direcdo de descida para manter
a factibilidade, onde P é o projetor no nticleo de A, P = I — A(AAT)"1A. Nao é s6 isso,
para manter os iterandos equidistantes da fronteira das restri¢oes é feito um reescalamento
no espaco de busca, através de uma transformagcao afim.

A seguir apresentamos os passos do método primal afim-escala.

Algoritmo Primal Afim-Escala:

Dados z° interior factivel (4z° = b, 2° > 0), A € (0,1) e € > 0 (pequeno).

Para k=0,1,2,..., faca:

1: Reescalamento.

X, = diag(z")

D = AX,

¢ = Xic

2: Calculo da direcao.

P=1-DDD")"'D

p=—Pc

d= Xyp

3: Célculo do tamanho do passo (mantendo a interioridade).

ap = min{%jj)k]dj < 0}

4: Atualizacao dos iterandos.

2R = 2k 4 apd
|

[

Até que < e

4 Programacao linear fuzzy

Existe uma grande variedade de formulagoes para os problemas de programacao linear
fuzzy (PLF). Por exemplo, Buckley e Feuring, em [3], consideram um PLF onde todos os
coeficientes e varidveis sao numeros triangulares fuzzy. Ja em [11], os autores abordam um
PLF onde as varidveis sdo nimeros fuzzy. As técnicas de resolucao também sao variadas,
por exemplo, utilizando algoritmos evolutivos, variacoes de algoritmos Simplex, métodos
de penalidade, etc. Também é comum a utilizacao de funcoes ranking para induzir uma
ordem no conjunto de nimeros fuzzy, pela ordem natural do niimeros reais, [4,10].

Existem poucos trabalhos que tratam de métodos de pontos interiores na resolucao
de problemas de programagao linear fuzzy. Em [11], os autores adaptam o algoritmo de
pontos interiores primal afim-escala para resolver um PLF onde as varidveis sao nimeros
triangulares fuzzy. Em [15] os autores aplicam o algoritmo de Karmarkar, [9], ao problema
de programacao linear fuzzy onde os coeficientes da funcao objetivo sdo nimeros fuzzy tra-
pezoidais. Neste caso, eles utilizam uma funcao ranking para defuzzificar os componentes
fuzzy que aparecem nos passos algoritmicos e para garantir que a sequéncia de pontos, ge-
rada pelo algoritmo, reduza o valor da funcao objetivo com relacao & essa funcao ranking
linear.
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4
A fungao ranking utilizada em [15], para um ndimero trapezoidal fuzzy a = (a1, a2, o, 3)
¢é dada por:
., artaz 1
R(@) = 5% 4 (5 ). (2

Definicao 4.1. Dados dois nimeros fuzzy a e b, define-se que a < (j)l;, se e somente se
R(a) < ()R(b).

Para o desenvolvimento deste trabalho adotaremos a seguinte formulacao do problema
de programacao linear com coeficientes fuzzy na funcao objetivo:

min ¢z
Ar=b (3)
s.a 2> 0

onde A € R™*™ b € R™ e ¢ é um vetor com n componentes fuzzy.

Nossa idéia é utilizar a técnica apresentada por Cantao em [5], onde a dire¢ao de busca
fuzzy é discretizada, ou seja, sdo obtidas varias direcoes e é escolhida uma que de o menor
valor da funcao objetivo, com relagao a alguma fungéo ranking, ou com relacao a alguma
ordem definida para numeros fuzzy. Neste caso, discretizaremos ¢ e utilizaremos essas
discretizagoes no algoritmo primal afim-escala

4.1 Discretizacao de uma direcao fuzzy

Dado J € N e d um vetor com n componentes fuzzy, sejam (d1); e (dz); os limitantes
inferior e superior, respectivamente, de d; (i-ésimo componente fuzzy de d).
Algoritmo de Discretizagao:

1: Para cada¢=1,...,n, faca:
5 — (d2)i — (dl)i.

2: Para caaaj =1,...,J, faca:
d9) = dD 4 (5 —1)8, i
onde d) é o vetor com os limitantes inferiores de cada d;, e § é o vetor com os d;’s.

4.2 Algoritmo primal afim-escala modificado com diregoes discretizadas

Dados 2V interior factivel (Az° =b, 2 >0), JEN, A€ (0,1) e e >0 .
Discretizar ¢ conforme Subsegao (4.1).

Para k=0,1,2,..., faca:

1: Reescalamento.

X, = diag(x")

D = AX;

2: Calculo da direcao.

Para cada vetor ¢/ da discretizacio de ¢, faca: ¢ = X/
P=1-DDD")'D

p=—Pc

d= Xyp
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5
3: Célculo do tamanho do passo (mantendo a interioridade).
aj = min { _(gj)k |d; < 0}
4: Atualizacao dos iterandos.
2l = 2% + aj\d
zF1 serd o 27 que minimiza {(¢/)T2*|j = 1,2,...,J} com relacio a alguma ordem

pré-definida.
lla*+! —a*||

Ate que W < €.

4.3 Comparacgao de nuimeros fuzzy

Como jé citado anteriormente existe uma grande variedade de métodos para comparar
nameros fuzzy. Neste trabalho, para efeito de comparacao de nimeros fuzzy, utilizamos a
fungao ranking (2) e também a chamada ordem lexicogréfica, definida por Farhadinia em [8]
e utilizada em [10]. Esta ordem definida em [8] utiliza quatro pardmetros para comparagao
de ntmeros fuzzy, e é uma ordem total, no sentido que quaisquer dois nimeros fuzzy a e
b sdo comparaveis, isto é, ou a < IN), oua>=bouamb A seguir, definimos os parametros
de comparagao e a ordem lexicografica para nimeros fuzzy trapezoidais, conforme [8].

Definicao 4.2. Dado um nimero fuzzy trapezoidal a = (a1,a2,,8), seja
V(a) = (C(a), L(a), W(a),S(a)), onde:

C(a)=a1; L(a)=a1—a; W(a)=a2—a +a+pf; S(d):ag—a1+%(a+ﬁ);

Em particular, pode-se comparar dois nimeros fuzzy trapezoidais a e b, pela seguinte
sequéncia de passos:

1. Se C(a) = C(b) v4 a 2. Se C(a) < C(b), entdo a < b, sendo b < @;
2. Se L(a) = L(b) vé a 3. Se L(a) < L(b), entdo a < b, sendo b < a;
3. Se W(a) = W(b) vé a 4. Se W(a) < W(b), entdo a < b, seniio b < &

4. Se S(a) = S(b), entdo a~ b. Se S(a) < S(b), entdo @ < b, sendo b < a.

5 Exemplo

Nesta secao apresentamos um exemplo para ilustrar o funcionamento do algoritmo
apresentado. O Algoritmo 1 foi implementado em Matlab, a letra A indica que foi utilizada
a fungao ranking (2) para a comparacao de nimeros fuzzy e a letra B indica a utilizagao
da ordem de lexicografica. Também foram utilizados os seguintes parametros e = 1073,
J =10, A = 0.95.
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5.1 Exemplo 5.2 de [15]

Neste exemplo, os coeficientes sao ntumeros trapezoidais fuzzy dados na forma
a = (a1, az,a, B) e consiste no seguinte:

max  (8,10,2,6)z; + (10,12,1,17)x2 + (3,5,1,5)x3 + (4,6,2,6)24
1(6,8,1,5)z5 + (9,11, 1, 5)z6 + (2, 4,2, 6)z7 + (4,7, 1, 3)zs

suj. a 1+ T+ o5 +26 <95 x3+ T4+ 7+ 28 < 108
521 + 3x3 < 15;  bdxo 4+ 3x4 < 15;  1bxs +8x7 < 60; 15x¢ + 8xg < 60;
1,22 <3;  x3,x4 <5 w5, <4; w728 < 7.5
x; >0, 1=1,2,...,8.

Colocando o problema na forma (3), utilizamos o seguinte ponto inicial:
20 =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,6,2,2,4,4,3,3,6.5,6.5,7,7,37,37)7.

Na Tabela 1 temos as solucbes aproximadas, desconsideradas as varidveis de folga,
obtidas pelo algoritmo com os dois modos de comparar nimeros fuzzy, e também sao
apresentados os valores fuzzy de ¢' T para cada umas das aproximacoes.

Tabela 1: Solugoes aproximadas.

Algoritmo T
Alg. 1- A | (1.9939,2.9999,1.6762,0.0001, 0.0006, 0.0056, 0.8342, 7.4894)

Alg. 1- B | (1.9995,3.0000, 1.6674, 0.0000, 0.0003, 0.0003, 0.8331, 7.4994)
T

'z
Alg. 1-A (82.6588,120.1479,17.8281, 98.8470)
Alg. 1-B (82.6659, 120.1652, 17.8327, 98.8330)

As solugoes obtidas pelos Algoritmos 1-A e 1-B foram levemente diferentes mas com-
pativeis com a obtida em [15], mesmo utilizando pontos iniciais diferentes. Solugao obtida
em [15]:

z* = (1.9980, 2.9950, 1.6694, 0.0007, 0.0017, 0.0008, 0.8314, 7.4984) "

cTz* = (82.6633,120.1615, 17.8300, 98.8263).

6 Conclusoes

Apresentamos um algoritmo de pontos interiores para resolver o problema de pro-
gramacao linear com coeficientes fuzzy na funcio objetivo. Através de um exemplo foi
mostrado que tal algoritmo obtem solucao para o problema, mas sdo necessarios mais
testes para atestar a eficiéncia e robustez do algoritmo.
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