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Resumo. Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia para o projeto
simultaneo de otimizagao topoldgica e localizacao de atuadores proporcionais em estrutu-
ras. A localizacdo de atuadores é considerada em fungao dos deslocamentos pontuais e
a otimizagao topolégica é feita pela minimizagao da flexibilidade. A andlise de sensibili-
dade ¢é desenvolvida de forma detalhada, a fim de mostrar os aspectos tedricos envolvidos
no problema de otimizacdo. A otimizagao topoldgica foi realizada via Programagcao Linear
Sequencial (PLS) e a discretizagdo do problema foi feita via Método dos Elementos Fini-
tos (MEF). E apresentado um exemplo numérico para mostrar a eficicia da metodologia
proposta.
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1 Introducao

No projeto de sistemas mecanicos controlados é comum que o projeto estrutural pre-
ceda o projeto de controle, ou seja, engenheiros estruturais definem um layout com a
finalidade de suportar carregamentos estaticos e dinamicos e os engenheiros de controle
definem um sistema controlador utilizando a estrutura pré-definida. Projetos em sequéncia
podem diminuir de forma significativa a eficacia do controle das vibragoes da estrutura,
desvantagem esta ja observada e apontada ha duas décadas em [4,5], indicando a neces-
sidade do desenvolvimento de projetos simultaneos para o layout e o controle estruturais.
Dentre alguns trabalhos recentes com este viés tem-se [2,3,7], onde projetos simultaneos
de otimizacao topoldgica e controle sao desenvolvidos.

Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia para o projeto si-
multaneo de otimizacao topoldgica e localizacao de atuadores proporcionais em estrutu-
ras. A partir de um funcional de energia a ser minimizado, observando restrigoes de uso
de material impostas, busca-se a distribuicdo étima de material estrutural e a localizagao
otima para atuadores proporcionais na estrutura otimizada.
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Na metodologia proposta, a topologia étima para a estrutura é determinada utilizando
o método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). Neste método de otimizagao
topolégica, as varidveis de projeto sao relaxadas e limitadas pelo intervalo [0,1] C R,
permitindo a representagao da topologia 6tima numa escala de cinzas [1]. Considerando
um segundo material a ser distribuido simultaneamente ao material estrutural, foi possivel
identificar a melhor posi¢do para um atuador proporcional que, neste trabalho, pode ser
considerado como uma mola cujo propésito é o de anular a acao de uma forca estatica
aplicada a estrutura. Foi realizado um pés-processamento dos resultados a fim de eliminar
as regioes cinzas da topologia étima e identificar a localizacao para os atuadores com a
cor vermelha. A localizacao e o dimensionamento de atuadores em estruturas sao fatores
relevantes quando se deseja obter um melhor desempenho estrutural. Neste trabalho, o
foco esta na localizagao étima destes atuadores.

A metodologia é apresentada neste trabalho de forma resumida. O problema si-
multaneo de otimizagao topoldgica e localizacao de atuadores proporcionais esta declarado
na Secgao 2. A Secao 3 traz de forma detalhada a anélise de sensibilidade necessaria para
a implementacao computacional do problema. Na Secao 4 é apresentado um exemplo
numérico e a Segao 5 consiste nas conclusoes e consideragoes finais.

2 O problema de otimizacao

Considere o classico problema de minimizacao da flexibilidade em elasticidade linear.
Seja @ € R? (d = 2 ou 3), um dominio aberto e conexo com uma fronteira lipschitziana
I'. A fronteira I' é dividida em duas partes, I'y e [y, referentes as fronteiras onde serao
aplicadas as cargas e especificados os deslocamentos, respectivamente. O problema pode
entao ser formulado pela minimizagao do funcional I(u) sobre o conjunto ¥ da forma como
apresentado abaixo:

{ min l(u) ,

(u,p1,p2)EW (1)

s. a a(u,v,p1,p2) =l (v) =0 Yvelu,
onde ¥ é o conjunto dos deslocamentos e valores das varidveis de projeto p; e ps ad-
missiveis, dado por ¥ = U xB1 x By, de modo que U = {u € Wh2(Q;R?) : u = 0 sobre Fu},

B = {pl(x) mensuravel : 0<p; . <pi(z)<lemQe / p1(x)dQ = 771V} ,
Q

By = {pg(@ mensuravel : 0 < py . < pa(x)<lemQe / pa(z)dQY = ngV} ,
Q

onde U é o espaco dos campos de deslocamentos cineticamente admissiveis, V' é o volume
total do dominio 2, 11 e 779 sao fragoes do volume que, ao serem consideradas no problema,
impoem restricoes quanto ao uso do material de densidade p; e p2, respectivamente.

A funcao custo do problema é minimizada em relagao as varidveis de projeto estrutural
p1 e de controle po, onde o funcional

l(u):/gf~udQ+/Ftt-udF (2)
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é o trabalho das forcas externas com u € W12(Q;R?) sendo o vetor de deslocamentos
mecénicos, ¢t € L?(Ty; R?) representa o vetor das forgas de superficie e f € L2(Q;R%) o
vetor das forgas de corpo. Note também que p;, ;. € p2,,, dizem respeito as densidades
minimas relativas as varidveis de projeto estrutural e de controle, respectivamente. Além
disso,

a(u,v, p1,p2) = /QS(U) ce(pr) = S(v)dQ + /Qru -h(p1, p2) - vdS2, (3)

¢é dado pela soma do trabalho virtual interno de um corpo elastico em equilibrio e da energia
de controle do sistema que, ao conter a constante de proporcionalidade r, assume o papel
de uma energia de um atuador proporcional. Os simbolos - e : denotam as contragoes por
um e dois indices, respectivamente. Por exemplo, a -b = a;b; e A: B = A;;B;;.

Em (3), note que S é o tensor de deformacdo dado por S(u) = (Vu + (Vu)T)/2.
Ademais, o termo ¢(p;) é tal que ¢(p1) = p1(x)Pc”, onde ¥ é o tensor de rigidez eldstica
do material base. No SIMP, conforme [1], o tensor de elasticidade ¢ do material em cada
ponto do dominio varia com a pseudodensidade p;, enquanto que o coeficiente de Poisson
Y, relativo ao material, ndo depende de p;. Tem-se, ainda, que h(p1, p2) = p1(x)Pp2(z)Ph?
é uma funcao de localizacio, sendo h° uma matriz de localizacdo que indica o local onde
se ird aumentar (ou diminuir) a rigidez dos elementos nas diregdes 1 ou x2, podendo ser
utilizada quando se quer impor uma determinada condigao permanente a um elemento da
malha. Note que ¢(p1) e h(p1, p2) definem o modelo material do problema (1).

A restrigao de igualdade do problema (1) provém do Principio dos Trabalhos Virtuais.

Assim sendo, o problema simultaneo continuo de distribuicao 6tima de material e loca-
lizacdo de atuadores proporcionais estd bem definido. A resolucéo deste problema implica,
claramente, em obter duas respostas: a topologia étima condizente com as restrigoes de
suporte e de carregamento, implicitas ao problema, e restricoes de material especificadas
pelos conjuntos By e By; e a melhor localizagao para atuadores nesta topologia.

3 Analise de sensibilidade

A anaélise de sensibilidade consiste em calcular as derivadas da funcéo objetivo e das
restrigoes com respeito as variaveis de projeto e resolver o problema estacionéario. Para este
fim, considera-se o Lagrangeano £ do problema (1) de onde serdo obtidas as expressoes
das derivadas em relagdo as varidveis de projeto (fundamentais para a atualizagao das
densidades e, consequentemente, para a minimizagao do funcional [(u)), bem como as
equacoes de equilibrio do problema por meio das variagoes em u e v, sendo estas varidveis
de estado. O Lagrangeano £ é dado por

C(u,v,p, Aa >‘) = l(u) - CL(U, 'Uaplva) + l(’U) + wl(pla Av >‘) + w2(p2’ Av )‘)a (4)

sendo

wy(p1, A, A) = Ay (/ p1d€) — ?71V> +/ A1 (p1 — 1)dQ +/ A2 (1 — P1)dSY; (5)
0 QO Q

’wg(pg,A, /\) = Ay (/ padf) — 772V> +/ A3 (pg — 1)dQ + / A4 (mem — pg)dQ. (6)
Q Q Q
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Em (4), v atua como um multiplicador de Lagrange para as restri¢oes de equilibrio,
obtidas nesta Secdo. Além disso, p representa as varidveis de projeto p1 € By e pa € Bo,
ambas fungoes escalares de x; A e A representam multiplicadores de Lagrange de modo
que A representa Aj, Ay € R e ) representa as funcdes escalares A1, Ao, A3, Ay € L3(Q).

A fim de obter as equagoes de Euler-Lagrange do problema de otimizagao, considera-se
nos cdlculos abaixo uma varigvel real auxiliar, denotada por &, e ag = {a, i € {1,2,3,4}}
o conjunto de direcoes admissiveis em W.

Variacao em u: A variacao do Lagrangeano £ com respeito a varidavel u na direcao de
ay é denotada por 0,L(u,v,p, A, A\;a1). Fazendo §,L(u,v,p, A, ;1) = 0, segue que
Oul(u; o) — dya(u, v, p1, p2; 1) = 0. Note que

dul(u; ) = /f-(SudQ—i—/ t - dudl’
Q I

_ /Qf [i(u+gal)hod9+/rt [i(u+§a1)]£odf

- /f.a1d9+/ t - aydr, (7)
Q Iy

e também que

dua(u, v, p1, p2; 1) = / S(ou) : c(p1) : S(v)d2 + / rou - h(p1, p2) - vdQ
Q Q

= [s{|gtran| Jicton:seans [r|Srcan| hprpm)- i
o€ £=0 "¢ =0
- /Q S(an) s clp): S0+ [ rar-hlpr,pa) - v (8)

Considere a identidade, oriunda do Teorema da Divergéncia,

/[zV-y+Vz-y]dQ:/zy-ndF, (9)
Q r

onde z é um campo escalar, y é um campo vetorial e n é um vetor normal & superficie I'.
Utilizando a versao desta identidade para tensores de segunda ordem na primeira integral
da ultima igualdade de (8), obtem-se que

/S(al):c(pl):S(v)dQ:/ ar - [elpr) : S()] -ndF—/ -V - [e(pr) : S()]dQ (10)
Q I Q

Escrevendo o (v, p1) = ¢(p1) : S(v) em (10) e considerando os resultados de (7), (8) e
(10) na equagao 0,l(u; 1) — dya(u, v, p1, p2; 1) = 0, obtem-se

/ a1 - [V-o(v,p1) —rh(p1,p2) - v+ fldQ2 —l—/ ay - lo(v,p1) -n—tldl' =0, (11)
Q Tt

para todo <y admissivel. Assim, do Lema Fundamental do Célculo de VariacGes, tem-se
que
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V-o(v,p1) —rh(pr,p2) v+ f=0, em (12)
o(v,p1) -n=t, sobre T'y; (13)

v =0, sobre T',,. (14)

Variacao em v: Os célculos para esta variagao sao andlogos aos cdlculos da variacao em u
e por isso sdo omitidos neste texto. As equacoes de Euler-Lagrange obtidas sao:

V'O'(’U,, pl) _rh(PlaPQ) U+f:0, €m Qv (15)
o(u,p1)-n=t, sobre I'y; (16)
u=0, sobrel),. (17)

A partir das equagoes (12)-(14) e (15)-(17), conclui-se que u = v. Estas equagdes sdo
restrigoes de equilibrio, correspondentes a restricao de igualdade do problema (1).

Variacao em p1: A variacdo do Lagrangeano £ em relagdo a variavel de projeto p; na
diregao de ag é denotada por 6, L(u,v, p, A, \;a3). Fazendo d,, L(u,v,p, A, \;a3) = 0,
segue que —d,, a(u,v, p1, p2; a3) + 9, wi(p1, A, A\;a3) = 0. Note que

Spralu, v, p1, p2; ag) Z/S(U)25m(6(p1);a3):S(U)d9+/TU‘5p1(h(p1,pz);a3)‘de
Q Q

/ S(u [ (p1 + Eas)Pc L:o 0 S(v)dQ + /Qru' [(ff(pl + Eaz)Ppbh L:o - vd§)
:/S(u): ppf_lagco} :S(v)dQ—i—/ﬂru- [pp’lo_lagpgho} -vdS)

/S 380 p1) :S(v )dQ+/7“a u- W-vdﬁ (18)
Q

onde 86'01 =ppi~ 1o 8h§;1’p2 =ppl~ pph e também que

5p1w1(p1,A,)\;a3) = A1/6p1d9+/ ()\1—/\2)5,01619
Q Q

0 0
= A1/ [6§(p1+§a3)L_OdQ+/Q()\1 )[ag(leLéa:s)L_on
= A1/§2a3d9+/9)\10z3d9—/9)\2a3d(2. (19)

Considerando que v = u e os resultados de (18) e (19) na equacao —6,, a(u, v, p1, p2; a3)+
dp wi(p1, A, X;a3) = 0, obtem-se que

/ as [—S(u) : 9clp1) :S(u) —ru- ooy, p2) | u+ A+ A — /\g] dQ =0, (20)
Q dp1 dp1

para todo ag admissivel, de modo que, do Lema Fundamental do Célculo de Variagoes,
segue que
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dc(p1) Oh(p1, p2)
u -« —_——
op1 Ip1
De acordo com [1], valem as seguintes condigbes para A; e Aa: A1 > 0, A2 > 0,
A(p1 — 1) = 0 e Xa(p1,,,, — p1) = 0, o que indica que, para densidades intermediarias
(p1,,., < p1 <1), tem-se A\; = A2 = 0. Assim, a equagdo (21) pode ser escrita como

S(u) : ag(ppll)

—S(u):

:S(u) — ‘u+ AL+ A —A2=0, em Q. (21)

_ Oh(p1, p2) w= A,
Ip1

:S(u) +ru (22)

Variagdo em py: Os calculos para esta variagao sao andlogos aos calculos da variagdo em
p1 € por isso sdo omitidos neste texto. A equagéo obtida é:

... Olp1, p2)
dp2

cu = Ag, (23)

Oh(p1, -1
com 7(552" 2) — pplph RO.
As equagoes (22) e (23) sao utilizadas na forma discretizada no algoritmo de otimizagao
topoldgica bem como na etapa de PLS.

4 Exemplo numérico

O problema descrito na Se¢ao 2 e as sensibilidades descritas na Secéo 3 foram discre-
tizados via MEF e a discretizagao do dominio de projeto consiste numa malha de 50 x 50
elementos isoparamétricos bilinerares. O algoritmo esté fortemente baseado em [6].

O projeto 6timo é baseado na distribuicao do material estrutural, o aluminio, cujo
médulo de Young é E = 71 x 10°N/m? e coeficiente de Poisson v = 0,33; e do material
referente aos atuadores, aqui considerado como um material ficticio com rigidez superior
a rigidez do material estrutural. A rigidez do material dos atuadores é modelada pela
constante de peso r que atua de modo similar a rigidez de uma mola. Assumiu-se r =
1x107. O material estrutural est4 relacionado & varidvel de projeto p; enquanto o material
dos atuadores esta relacionado a py. Foi utilizado o Critério de Otimalidade (OC) padrao
com raio de filtragem 7,,;, = 1.2mm e coeficientes de penalizacao do modelo material
p1 = p2 = 3 [1,6] para evitar o surgimento de padroes de tabuleiro de xadrez. A atualizagao
das varidveis de projeto p; e pa se deu via PLS.

O exemplo numérico consiste no projeto de otimizacao topoldgica de uma estrutura de
formato L e da localizacao de atuadores proporcionais nela. A estrutura estd engastada
na parte superior e sujeita a um carregamento estatico, conforme Figura 1(a). A forga
aplicada f é de —1 x 108N.

A Figura 1(b) mostra a topologia étima obtida ao considerar 7, = 0,5. As Figuras 1(c)
e 1(d), obtidas com 72 = 0,001 e 72 = 0,005, respectivamente, indicam o melhor local (ou
regiao), em vermelho, para a colocacao de um atuador proporcional. Em geral, e conforme
observado nas Figuras 1(c) e 1(d), para um atuador do tipo proporcional, o melhor local
para sua colocacao é proximo ao local da aplicagao da forga, resultado que condiz com a
fisica do problema. O critério de convergéncia de [6], que observa a mudanga entre as
densidades em iteragoes sucessivas, foi atingido em aproximadamente 90 iteragoes.
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Figura 1: (a) dominio de projeto; (b) topologia étima; (c) e (d) topologias 6timas com a
indicagao do melhor local (em vermelho) para a colocac¢do de um atuador

5 Conclusoes

Neste trabalho, a metodologia formulada possibilitou, via minimizacao simultanea da
flexibilidade e da energia de controle do sistema, obter a topologia estrutural 6tima e o me-
lhor local para atuadores proporcionais na estrutura otimizada. A modelagem matematica
do problema de otimizacao e os cdlculos referentes a andlise de sensibilidade podem servir
de base para problemas similares como, por exemplo, quando os atuadores sao do tipo pi-
ezoelétricos. Por fim, o foco no aspecto tedrico do problema investigado visa proporcionar
uma compreensao clara do desenvolvimento matematico necessario para a implementacao
computacional de problemas similares ao considerado neste estudo.
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