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1 Introducao

O problema de programagcao nao-linear com tempo continuo na formulagao abaixo foi
estudado em Zalmai [6]:

T
Minimizar (;3(9:):/ flt,xz(t))dt

0
sujeito a  g(t,z(t)) <0 q.t.p. em [0,77,
e X,

(PTC)

onde X # () é um subconjunto convexo do espago de Banach L2 [0,7] que denota o
conjunto das funcoes vetoriais n dimensionais mensuraveis e essencialmente limitadas,
definidas no compacto [0, 7] C R, com norma definida por

|2]loc = max esssup{|z;(t)|: ¢ € [0,T1]},
1<ji<n

onde para cada t € [0,T], x;(t) é a j-ésima componente de z(t) € R". ¢ : X — R,
ft,z(t) = &(z)(t) e g(t,x(t)) = y(x)(t), com £ : X — A}[0,T] e y: X — AT'[0,T], onde
A0, T denota o conjunto das fungoes vetoriais m dimensionais mensurédveis e essencial-
mente limitadas, definidas no compacto [0,7] C R, com norma

T
lylh = max /0 ()] dt.

1<j<m

! moises@pontal.ufu.br
2antunes@ibilce.unesp.br

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0467 010467-1 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0467

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

A integral na funcao objetivo e todas as integrais neste trabalho s@ao no sentido de Lebesgue.

O problema de otimizacao com tempo continuo foi inicialmente proposto por Bell-
man [1,2] em suas investigagdes, em programacao linear com tempo continuo, de alguns
modelos dindmicos de producao e inventario chamados “Problema de Gargalo”. Uma das
aplicagoes apresentadas nos trabalhos de Bellman é o de determinar a politica de alocagao
que maximiza a quantidade de ago no estoque de uma indudstria, ao final de um certo
periodo.

Problemas de programagao com tempo continuo podem ser tomados como modelos re-
alistas para uma vérios processos de decisao étima em diversas areas da Ciéncia, tais como
economia, pesquisa operacional e engenharia. Algumas aplica¢oes do problema (PTC) em
Controle Otimo podem ser encontradas em Zalmai [6, 7).

O Problema (PTC) em questao foi proposto por Zalmai em [6], onde o autor obtém
condicoes de otimalidade para o problema usando uma funcgao perturbadora e definindo o
conceito de problema estavel. Assumindo algumas hipoteses de convexidade sobre o pro-
blema, demonstra-se um teorema Karush-Kuhn-Tucker ponto de sela, baseado na defini¢ao
de estabilidade do Problema (PTC). Além disso, teoremas de dualidade Lagrangeana sao
obtidos.

Em Zalmai [8], ideias geométricas de Girsanov [3] e o Teorema de Transposicao de
Gordan Generalizado [5] sdo usados para obter um teorema de condigoes necesséria tipo
Fritz John para o Problema (PTC). Neste mesmo trabalho, Zalmai prova um Teorema
de condigoes de otimalidade Kuhn-Tucker impondo uma qualificacao de restrigao cha-
mada Karlin [4], que é equivalente a condi¢ao de Slater (por intermédio do Teorema de
Transposi¢ao de Gordan [5]).

Neste trabalho, propomos o uso de uma qualificacao de restricao tipo Mangasarian-
Fromovitz uniforme (MFCQ), que possibilita lidar com uma quantidade maior de proble-
mas, dado que a condigao de Slater implica MFCQ. A reciproca desse fato nao é verdadeira,
como veremos mais adiante.

2 Preliminares

Nesta secao sao apresentados algumas defini¢es e resultados bésicos.

Definigao 2.1. Seja V' um congunto aberto em R™ que contém o conjunto {x(t) € R™ |
x € X, t €[0,T)}. Assim, f e g;i (a i-ésima componente de g), i = 1,2,....,m, sdo
fungaées reais definidas em [0,T] x V. Seja F o conjunto de todas as solugées vidveis para
o problema (PTC) (que supomos nao vazio), isto €,

F={xeX|g(txz(t) <0 qtp. em[0,T]}.

Definicao 2.2. Dadosz € F et € [0,T], defina I,(t) o conjunto de indices das restri¢oes
ativas em (t,z(t)), isto é,

Ia(t) = {Z € {1727 ’m} | gi(tvj(t)) = 0}>

e seja o seu complementar

L(t) = {i € {1,2,..,m} | gi(t, 2(t)) < O}
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o conjunto de indices de restrigoes inativas.
Defini¢ao 2.3. Parai € {1,2,...,m}, defina fungoes é; : [0,T] — R como

1, seie (),
ity = 4 b s i e L)
0, se i€ I.(t).

Definigao 2.4. Dizemos que & € F é uma solugao dtima local para o problema (PTC) se
existe € > 0 tal que ¢(Z) < ¢(x) para todo x € F que satisfaca ||z — T||co < €.

Defini¢ao 2.5 (Condigao de Slater). Seja X um conjunto convexro em L2 [0,T] e seja g
uma fun¢ao convera em seu sequndo argumento em V ao longo de [0,T]. Dizemos que g
satisfaz a qualificagao de restrigao de Slater (em X) se existe & € X tal que g(t,2(t)) <0
¢.t.p. em [0,T7.

Vamos enunciar os dois principais resultados auxiliares que utilizaremos na sequéncia.
O primeiro é o Teorema de Gordan Generalizado [5].

Teorema 2.1. Seja X um subconjunto convezxo e nao vazio em L% [0,T)], sejap:[0,T] X
V — R™ uma aplicagdo dada por p(t,z(t)) = w(z)(t), onde ™ é uma aplicagio de X em
AT'[0,T]. Suponhamos que p é convexa com respeito a seu segundo argumento em V' ao
longo de [0,T]. Entdo, ou

p(t,x(t)) <0 q.t.p. em [0,T]

tem uma solugao x € X, ou

T
/0 u(t) - p(t,z(t))dt >0

para todo x € X e para algum u € LZ2[0,T]\ {0}, u(t) > 0 ¢.t.p. em [0,T], mas nunca o0s
dois simultaneamente.

O Teorema a seguir é equivalente ao Teorema de Condigbes Necessarias tipo Fritz
John dado em Zalmai [8]. Aqui, estamos supondo que as restri¢oes sdo continuamente
diferencidveis e que o conjunto de indices de restrigdes ativas é I,(t), como definido ante-
riormente. Em [8], o autor trabalha com outro conjunto de indices.

Teorema 2.2 (Fritz John). Seja Z € F. Suponha que f e g;, i € {1,2,...,m} sao continu-
amente diferencidveis no sequndo argumento em Z(t) ao longo de [0,T] e que as funcgies
t— Vf(t,z(t)) et — Vgi(t,z(t)) - h(t) = (Dv(Z),h)(t), i € {1,2,...,m}, sdo Lebesgue
integraveis em [0,T] para toda h € L7 [0,T]. Se & é uma solu¢ao étima local do Problema
(PTC), entdo existem uy € R, 4; € Loo[0,T], i =1,2,...,m, tais que

T m

| wovstaw) + S aOTata®)- Hod=0vhe 0T (1)
=1

w;(t)gi(t,z(t)) =0 ¢.t.p. em [0,T], i =1,2,...,m, (2)

ay >0, u;i(t) >0 q.t.p. em[0,T], i=1,2,...,m, (3)

(o, uy(t), aa(t), ..., um(t)) #0 ¢.t.p. em [0,T]. (4)

A demonstracao do resultado acima é uma simples adaptagdao da demonstracao apre-
sentada em [8], e serd omitida.
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3 Resultado Principal

Enunciaremos, agora, a qualificacao de restricoes tipo Mangasarian-Fromovitz para
problemas de otimizagao com tempo continuo.

Definicao 3.1. As restrigoes do Problema (PTC) satisfazem a qualificagio de restri¢ao
tipo Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) em & € X quando eziste h € L [0,T] tal que, para
quase todo t € [0,T], temos

Vgi(t,7(t)) - h(t) <0, i € L(t).

Proposigao 3.1. Seja x € X. Suponha que g;, i = 1,2,...,m, sao continuamente dife-
rencidveis no seqgundo argumento ao longo de [0,T] e que satisfazem a condi¢do de Slater.
Entao g;, 1 =1,2,...,m, satisfazem MFCQ em .

Demonstragdo. Suponha que g;, ¢ = 1,2, ...,m, satisfazem a condi¢ao de Slater. Entao
existe um & € X tal que, para quase todo t € [0,T], g;(¢t,z(t)) < 0,7 = 1,2,...,m.
Usando a convexidade de g; em V', para quase todo t € [0,T], temos que

0>gi(t,2(t) = gi(t,2(t)) + Vailt, z(t)) - [2(t) — 2(D)]
= Vgi(t,z(t)) - [2(t) — 2(t)], i € La(t).

Escolhendo h = & — Z, temos que g;, i = 1,2,...,m, satisfazem MFCQ em Z. [

A reciproca nao acontece, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Considere o problema de otimizacao com tempo continuo com m =n = 1:

1
Minimizar gf)(:c):/ x(t)?dt
0

1
sujeito a  g(t,z(t)) = gx?’(t) —z(t) <0 ¢.t.p. em [0,1],
e LL[0,1].

(5)

Note que £ = 0 € solug¢do para o Problema (5) e que a restrigio do problema satisfaz
MFCQ: Vg(t,z(t)) - h(t) = —h(t), t € [0,1], h € L1 [0,1]. Basta tomar h = 1. Mas, g
ndo satisfaz a condi¢ao de Slater pois ndo é convexra em x (basta tomar x1 = —1,2z9 = 0

eA=1/2).

Teorema 3.1 (Karush-Kuhn-Tucker). Seja z € F. Suponha que f e g;, i € {1,2,...,m},
sao continuamente diferencidveis no seqgundo argumento ao longo de [0,T], e que as fungdes
t— Vf(t,z(t) et — Vg(t,z(t)) - h(t) = (Dvi(x),h)(t), i € {1,2,...,m}, sdo Lebesgue
integraveis em [0,T] para toda h € L% [0,T]. Suponha que as restrigoes do Problema
(PTC) satisfazem MFCQ em T. Se T € uma solu¢ao dtima local de (PTC), entao existem
; € Lool0,T), i € {1,2,...,m}, tais que

T m
/0 V(8 2() + ) @) Vai(t,2(t)] - h(t)dt = 0 ¥ h € LL[0,T], (6)
i=1
u;(t)gi(t,z(t)) =0 g.t.p. em [0,T], i =1,2,...,m, (7)
w;(t) >0 q.t.p. em [0,T], i =1,2,...,m. (8)
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.2, existem ug € R, @; € Lo[0,7], 7 =1,2,...,m, tais que
(1)-(4) acontecem. Se @ = 0, usando (2) e a definigao de 6;(t), (1) pode ser reescrita como

/T Y w;(t)0;(t)Vgi(t,z(t)) - h(t)dt =0V h € L [0,T]. (9)
0 =1

Definindo p; : [0,T] x V = R, i=1,2,...,m, por

pi(t, h(t)) = 6:i(1)Vgi(t, 2(1)) - h(2),

note que p;, 1 = 1,2,...,m, é convexa com respeito ao seu segundo argumento em R” ao
longo de [0,7]. Escrevendo p = (p1,p2,-..,Pm), por (3), (4) e (9), pode-se afirmar que
existe um @ = (41, ...,um) € LZ[0,T]\ {0}, u(t) > 0 q.t.p. em [0, 77, tal que

/T w(t) - p(t, R(E))dt = 0 Y h € L [0,T].
0

Mas, pelo Teorema 2.1, isto equivale a dizer que nao existe h € L2 [0,T] tal que
p(t,h(t)) <0 q.t.p. em [0,T7,
isto é,
pi(t,h(t)) <0< 0;(t)Vgi(t,z(t)) - h(t) <0 q.t.p. em [0,T], i =1,2,...,m,
o que equivale a dizer que nao existe h € L7 [0,T] tal que, para quase todo t € [0, T,
Vgi(t,z(t)) - h(t) <0, i € I,(t).

Isto contradiz o fato das restrigdes de (PTC) satisfazerem MFCQ em z. Logo, @y # 0.
Tomando @;(t) = u;(t)/ug, i = 1,2, ..., m, segue que (6)-(8) valem. O

4 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma nova qualificacdo de restri¢bes tipo Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ) para obtencao de condigoes necessarias de primeira ordem para pro-
blemas de programacao nao-linear com tempo continuo.

Para este fim, usamos as condigoes necessérias do tipo Fritz John e um Teorema de
Alternativa no contexto de tempo continuo, encontrados na literatura. Apresentamos um
exemplo que mostra que, assim como em programacao matemédtica em dimensao finita,
hé uma maior abrangéncia de MFCQ sobre a condicao de Slater.

Pretendemos continuar esses estudo também para problemas com restricdes de igual-
dade incluidas ao problema e desenvolver o uso de outras qualificagoes de restricoes da
programacao nao-linear em dimensao finita, estendendo-as para problemas de programacao
com tempo continuo.
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