Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Trabalho apresentado no CNMAC, Gramado - RS, 2016.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Uma base esparsa para o precondicionador Separador no
método dos Pontos Interiores

Cecilia Orellana Castro!

Departamento de Matemética Aplicada, IMECC-UNICAMP, Campinas, SP
Aurelio Ribeiro L. Oliveira?

Departamento de Matemética Aplicada, IMECC-UNICAMP, Campinas, SP

Resumo O precondicionador Separador (PS) foi desenvolvido especialmente para reduzir
o mal condicionamento dos sistemas lineares oriundos das ltimas iteragoes dos métodos
de Pontos Interiores (MPI). Ele precisa de uma base que é uma submatriz ndo singular da
matriz de restri¢coes do problema, esta base depende fortemente da iteragao corrente do MPI
pois induz uma ordenacao das colunas da matriz de restricoes que pode ser aproveitada para
melhorar o desempenho deste precondicionador. Prop6e-se um novo critério para a escolha
da base amparado num resultado que mostra que o nimero de condi¢ao é uniformemente
limitado por uma quantidade que independe da iteracao do MPI. Por outro lado, uma base
esparsa economiza memoria no calculo do PS, o que implica em menor tempo computacional
usado para detectar colunas linearmente independentes. Assim, nesta abordagem procurou-
se um PS com base esparsa sem deixar de lado o bom condicionamento. A implementagao
desta nova abordagem mostrou resultados competitivos.

Palavras-chave. Método de Pontos Interiores, Precondicionador Separador, Numero de
condicao limitado.

1 Introducao

Os MPIs do tipo primal-dual tornaram-se uma importante ferramenta para resolver
problemas de programacao linear (PL) de grande porte devido a suas interessantes propri-
edades tedricas e computacionais, destacando entre estas, sua complexidade polinomial e
o fato de que nao é necessdrio um ponto inicial factivel pois tanto a factibililidade quanto
a otimalidade sao obtidas progressivamente.

O maior esforco computacional do MPI é o cédlculo da direcao de busca que é obtida
de sistemas lineares que, embora apresentem um alto grau de esparsidade, nas tultimas
iteragoes do MPI tornam-se muito mal condicionados pois a condicao de complementa-
riedade deve ser satisfeita. Atualmente a direcdo de busca é alternativamente obtida da
solugao de dois sistemas; o sistema Aumentado e o sistema de Equagées Normais. Foi
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provado em [5] que o nimero de condigao do sistema de Equagoes Normais sem precon-
dicionamento é da ordem O(p~?), onde i denota o gap de dualidade do problema de PL.
Assim, o estudo de implementacoes eficientes que acelerem as tltimas iteragoes do MPI é
uma interessante linha de pesquisa.

Para evitar armazenamento excessivo e calculos dificultem a resolucao de problemas
de grande porte usam-se métodos iterativos adequadamente precondicionados pois desta
maneira apenas produtos do tipo matriz-vetor serdo necessirios. Além disso, um precon-
dicionador esparso e que diminua significativamente o ntimero de condi¢ao determinard a
eficiéncia do método, por esta razao, o precondicionamento ¢é feito em duas fases: na pri-
meira fase, usa-se o precondicionador Fatoragao Controlada de Cholesky (FCC) veja [2]; na
segunda fase, o PS proposto em [7]. Os autores do PS e, posteriormente os seus colabora-
dores [4] fizeram ordenacoes baseadas em heuristicas, algumas delas bem sucedidas, porém
ainda existem problemas nao resolvidos e outros cuja solucao demanda muito tempo, isto
acontece porque a escolha das colunas linearmente independentes da base passa por uma
fatoracao LU cara ou porque a base escolhida nao fornece um precondicionador que dimi-
nua consideravelmente o niimero de condigao.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo do nimero de condicao do sistema de
Equagoes Normais precondicionado pelo PS e, a partir desta informacgao ordenar as colunas
da matriz de restricbes do problema para construir uma base esparsa que forneca um
nimero de condigao limitado. O resultado tedrico dos autores apresentado no Teorema 4.1
estd baseado em [6]. Além disso, acrescentou-se uma condigao a mudanca de fase proposta
em [4]. Foi feita uma implementacdo desta nova abordagem combinando com o novo
critério de mudanga de fase para ser comparada com a versao atualmente utilizada, veja [4].
Os testes computacionais mostraram que a nova proposta foi mais eficiente e robusta.

2 Direcao de busca no método de Pontos Interiores

Neste trabalho considera-se o par primal-dual do problema de PL canalizado dado por:
(P){min ¢’z s. a Az=0b, z+s=u z,s>0} e
(D) {max b7y —w'w s.a ATy—w+z=c w,z2>0 yeR™}

Onde z,s,w € R™ e A é uma matriz de tamanho m x n que sera considerada de posto

completo. A direcao de busca numa iteragdo do MPI primal-dual é encontrada aplicando
o método de Newton nas condigoes de otimalidade do seguinte problema:

(P') {min Tz — p 37" [logz; —pd> ¢ logs; s.a Az =b,z+s=u z,5>0}.

O problema (P’) é obtido aplicando a penalidade barreira logaritmica nas restrigoes
de nao negatividade de (P). Assim,ser, =b— Az, r, =u—z—5s, 7. =c+w— 2z —
ATy, ri = pe — XZe, ro = pe — SWe X = diag(z1,...,2,), Z = diag(z1,...,2n),
S = diag(s1,...,5,), W = diag(wi,...,w,) eel =(1,...,1) € R, a direcio de busca
AX = (Ax,As, Ay, Az, Aw)T é o vetor solucao de (1)
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3
A 0 0 0 0 Az 7
I, I, O 0 0 As Tu
0 0 AT —I, L/||Ay]|=]|r], (1)
Z 0 0 X 0 Az r1
o W o0 0o S Aw 79

SeD'=X"1Z+S5 W, r=r.+ X"ty Sy + S Wr, e h =1, o sistema (1)
é reduzido a formulagao conhecida como Sistema de Equagoes Normais (2) cuja matriz é
simétrica e definida positiva de tamanho m, dada por:

ADATAy = h+ ADr. (2)

A direcao de busca é obtida pelo método dos Gradientes Conjugados Precondicionado
(GCP) pois trabalhamos com problemas de grande porte.

3 Precondicionador Separador aplicado a matriz do Sistema
de Equacoes Normais

A construcao do PS estd baseada na condigdo de complementariedade de um problema
de PL, neste caso: x;z; = 0 e s;w; = 0 paratodoi =1,...,n. Observe que as componentes
da matriz diagonal D que aparece em (2) sdo dadas por d; = (zix; Ty wis,fl)_l, isto
implica que em cada iteracao do MPI a matriz D se altera, particularmente, préximo a
uma solugao étima, pela ndo negatividade das varidveis, existirao indices j € {1,...n} tais
que d; — 0 ou d; — oo. Esta caracteristica ¢ justificativa do sucesso do precondicionador
nas ultimas iteracoes do MPI e a motivagao da condicao de mudanca de fase acrescentada
neste trabalho. Em cada iteracdo do MPI considere uma ordenacao do'(l) > ... > da(m) >
... 2 dy(n) onde o é uma permutacgao de {1,...n}, esta ordem se altera de iteragao a
iteragdo. Denote os conjuntos B = {o(1),...,0(m)} e N = {o(m +1),...,0(n)}, se as
colunas das matrizes A e D s@o reordenadas de acordo com o, entao a matriz de (2) fica:

ADAT = AgDpAL + AxyDy A%, (3)

Se a submatriz Ag fosse nao singular, o PS para as Equagoes Normais é dado pela
matriz P = Dgl/ZAgl, e a matriz (3) precondicionada por P é P(ADAT)PT = I, +WWT
com W = Dgl/QAglAND}\%Q. A situacédo ideal acontece quando Dgl/Q —0e D}\%Q — 0
implicando que W — 0 e, portanto, P(ADAT)PT ~ I,,. Porém nada garante que Ag
seja nao singular e mesmo sendo assim, nem todo d; com j € B é um valor grande. De
fato, proximo a uma solucao 6tima existem pelo menos n — m valores préximos de zero,
isto implica que no maximo existirao m valores nao pequenos. Por outro lado, para fazer
uma andlise espectral da matriz precondicionada suponha que (A, v) seja um autopar de
I+ WWT isto é, v+ WW7Tv = M. Multiplicando por v* observa-se que |A\| > 1, ou seja
k(P(ADAT)PT) = i\‘r;—i’l‘ < Amax- Observe que,

Amax (PADATPT) = |[PAD'?|3 < ||[PADY?|% = " d;||PA; |3, (4)
=1
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assim, usaremos (4) para encontrar um limitante do niimero de condicio x(P(ADAT)PT).
Por outro lado, encontrar colunas linearmente independentes de A para formar a base do
PS pode demandar muito uso tempo, pois este trabalho é feito usando uma fatoracao LU
da matriz A, um pivo nulo ou préximo de zero indicard que a coluna correspondente a
este pivo é linearmente dependente. Quando o preenchimento é excessivo a fatoragao LU
é reiniciada salvando as colunas linearmente independentes encontradas.

4 A nova proposta

A partir das observagoes apresentadas na secdo anterior, surge a ideia de criar uma
ordenacao que considere simultaneamente bom condicionamento e esparsidade para a base
do PS. Para isso denote como nnz(A;)= ntimero de elementos nao nulos na coluna Aj;,
para j = 1,...,n, observe que; 1 < nnz(A;) < m para toda coluna A; de A, porém

em problemas esparsos nnz(A;) << m. Defina k; = d;/ 2 /nnz(A;) e faga uma ordenagao
decrescente dos k;. Com essa ordem propoe-se o seguinte algoritmo.

Entrada A matriz de restricdes A € R™*™ de posto m e a matriz diagonal D.
Saida Os conjuntos de indices bésicos B = {b1,...by,} e ndo béasicos N' = {1,...,n}\B.
1. Obter a permutagao o do conjunto {1,...,n} tal que: ko1) > kg2) > - .. > ko)
2. Defina B=10, i=1, k=0;
3. Enquanto |B| <m
Se A,(; ¢ linearmente independente a {A; : j € B}
entdo B=BU{o(i)}; k=k+1; by=o0(i);
Fim-se =1+ 1.
Fim-enquanto

A ordenacao decrescente dos k:;.s ¢ motivada pela seguinte razao: se duas colunas
Aj e Aj, satisfazem nnz(A4;) < nnz(Aj,), ou seja Aj;, é mais esparsa que Aj,, entdo,
1/nnz(Aj,) > 1/nnz(Aj,), logo a coluna A;, terd prioridade sobre A;, se d;; > dj,. Assim,
enquanto os valores d*'? serdo usados no Teorema 4.1 buscando um bom condicionamento,
as quantidades nnz(A;) procuram dar prioridade as colunas mais esparsas. O algoritmo
acima e a prova do Teorema 4.1 estao baseados em [6] acrescentando uma condigao que leve
em conta a esparsidade da matriz A. Para simplificar a notacao considera-se a permutacao
o como sendo a permutacao identidade, além disso, denota-se Ap simplesmente por B.

Teorema 4.1. Suponha que os indices bdsicos B e nao bdsicos N do PS sejam obtidos
pelo algoritmo acima. Entdo:

1. &*|Dg"?B 1A =1 paraj € B;
2. d*| D5 B Aj|| < nnz(A)| BT Afll paraj e {1,...,.n}\B

Além disso, se K = max{nnz(4;):j=1,...n}, entio: x(PADATPT) < nK?|B~1A|>.
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Prova Consideram-se duas situagoes:

Caso 1. Se j € B, entao B_IA]- = e; onde e; ¢ o j—ésimo vetor canonico de R™;
logo, d}/?|| Dy *B=1 Ay = &}/ | Dy Pejl = & |d; ey = 1.

Caso 2. Se j ¢ B sao considerados dois casos:

Caso 2.1. A coluna A; nao foi considerada para entrar na base de acordo ao algoritmo
/2 1/2 : by € B}, entao

acima, isto é, j > b;, logo ky, > k; para todo b; € B. Seja d(l) = min{d,

K3

se kg = d(l)/2/nnz(A0) tem-se que ko > ky,, > kj; logo:

&PIBT Ak nna(4;)

Aj 1 —1
= BT Al <nnz(A;)||B™A;]. 5
mln{d;1/2 : bi c B} kO ’IL’ILZ(AQ) H J” ( J)H JH ( )

1/2 —1/2 H—
d}?| D" B~ Ay]| <

Caso 2.2. A coluna A; foi candidata para ser r—ésima coluna de B, porém A;
resultou ser linearmente dependente as colunas Ay, , Ap,, ..., Ay, _,; isto é, A; = Blu, 07,
para u € R"~1. Observe que ky, > k; parai=1,...,7 — 1, além disso ||u| = || B~1A4;]|.

1
Se d(l)/2 = min{délﬂ, cdp Y eko= d(l)/Q/nnz(Ao) entao ko > ky, , > kj, logo:

r—1 1/2

42 IDE 2B Ay = ) (Z d;lu?> < IR E A < (4B AL )

Usando (4) tem-se que Apax = HD;I/QBAADVQH% <> deDglﬂB*lAjH%, além
disso, usando as desigualdades obtidas em (5) e (6) obtem-se:

Amax (PADATPT) < K230 |B714;|* = K?||B~ 1 Al|7; < mK?|B~1A|*.

Por outro lado, Amin (PADAT PT) > 1, assim k(PADATPT) <mK?|B'A|?. W

Observe que o limitante do nimero de condicao da matriz precondicionada depende
apenas dos dados do problema e nao da iteragao do MPL.

5 Novo critério de Mudanca de Fase

A mudanga de fase para o precondicionamento hibrido proposta em [4] visa aproveitar
o precondicionador FCC durante a maior quantidade de iteragoes do MPI possivel. Na
construcao do FCC o preenchimento em cada coluna do precondicionador é controlado
por um parametro 7, onde 1 é o nimero de entradas extras por coluna. A mudanca de
fase é feita quando o valor de 7 supera um limite permitido dado por um valor Mpax-
Observou-se que em varios problemas o PS ja obtém bom desempenho antes de atingir
0 Mmax = 10, assim foi acrescentada uma condicao adicional na mudanga de fase que
melhorou consideravelmente o tempo computacional em boa parte dos problemas testados.
A condigao acrescentada considera uma ordenacgao decrescente dos elementos da diagonal:
dy>dy>...>dpn>...>dy,edefined = sy —sy,onde sy =3 " di e so =31 d;
A mudanca de fase proposta é a seguinte:

Se o ntmero de iteragoes do método GCP numa iteragao do MPI é maior que m /5 entao
deve-se verificar se 1 < Nmax € 6 < 1.5 x 109, ou seja, verifica-se que o precondicionador
FCC ainda nao requer muita meméria e o PS ainda nao devera obter um bom desempenho

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0474 010474-5 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0474

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

pois a matriz D nao apresenta diferencas abruptas nos elementos da sua diagonal. Se a
condicao for verdadeira, n é aumentado em 10. Caso contrério, isto é, se 7 > Nmax OU
§ > 1.5 x 10%, a mudanca de fase é realizada.

6 Resultados Numéricos

Tabela 1: Numero de iteracoes , Tempo

Iteragoes Tempo Tamanho
Prob PSyr PS¢ PSys PS¢ Linha Coluna
cre-a 27 27 7,36 6,34 2989 6692
cre-b 43 43 49,50 37,65 5328 36382
cre-c 27 27 5,78 5,44 2370 5412
cre-d 42 42 33,36 31,27 4094 28601
ex05 39 39 6,49 6,52 832 7805
ex09 45 50 58,23 64,91 1821 18184
kenll 23 22 10,31 10,08 9964 16740
kenl3 29 29 103,22 59,13 22365 36561
kenl8 41 40 1246,82 844,12 78538 128434
chr22b 29 29 19,84 21,75 5587 10417
chr25a 29 29 45,68 48,01 8149 15325
scrlb 24 24 8,12 7,45 2234 6210
scr20 21 21 66,54 66,62 5079 15980
rou20 24 24 915,36 703,08 7359 37640
nugl2 - 20 - 71,56 3192 8856
qap8 10 10 0,78 0,75 742 1632
qapl2 - 20 - 82,94 2794 8856
ste36a 37 37 10178,34 9443,21 27683 131076
25fv47 29 28 1,90 2,10 788 1843
maros 40 20 2,44 0,79 655 1437
nesm 31 31 1,69 0,80 654 2922
BL 38 38 19,11 15,72 5729 12462
NL 41 41 35,87 32,09 6665 14680
stocfor2 21 21 1.21 0,89 1980 2868
stocfor3 32 32 91,56 84,12 15362 22228

Os experimentos numéricos foram realizados utilizando a versdao modificada do PCx,
veja [3], nesta versdo, o método direto usado para a solucdo dos sistemas lineares foi
substituido pelo método dos GCP com uma abordagem hibrida proposta em [1]. Os testes
realizados comparam os resultados das abordagens PSys e PS¢, sendo PS)s a abordagem
com ordenagao da base B proposta em [4], e PS¢ a abordagem com base B obtida pelo
algoritmo da segdo 4. Na abordagem PS); usou-se a troca de fase proposta em [4] e
na abordagem PS¢ usou-se a troca de fase da secdo 5. A base B do PS muda quando
8 x ng > m, onde ny denota o nimero de iteragoes do método dos GCP numa iteracao do
MPI. Os problemas utilizados sao de dominio publico extraidos das bibliotecas NETLIB,
QAP e KENNINGTON. As ultimas colunas da tabela indicam o nimero de linhas e de
colunas dos problemas pré-processados pelo PCx. Para avaliar nossa proposta comparamos
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o ndmero total de iteragoes do MPI e o tempo em que cada problema foi resolvido.

Foram testados 25 problemas. As diferengas mais notaveis foram marcadas em negrito.
O simbolo — indica que o problema nao foi resolvido. Observa-se que em 5 problemas o
ntmero de iteracoes do MPI foi reduzido, de fato, os problemas nugl2 e qapl2 nao
foram resolvidos pela abordagem P.Sj;. Ja no problema ex-09 o ntimero de iteragoes com
a abordagem PS¢ aumentou. Com respeito ao tempo usado para resolver os problemas,
a abordagem PS¢ obteve melhor desempenho em 14 problemas e desempenho inferior em
apenas em 3.

7 Conclusoes

Os testes numéricos mostram que a nova proposta ¢ mais eficiente e robusta devido
a nova mudanca de fase. Além disso o cédlculo da base foi acelerado porque o nimero de
colunas linearmente independentes encontradas antes do primeiro reinicio da fatoracao LU
foi superior na abordagem PSc.
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