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Resumo. Neste trabalho, propomos um método de reescalamento não-linear integrado, o
qual mescla as famı́lias de funções penalidades não-quadráticas desenvolvidas por Polyak e
Teboulle [11] e Matioli e Gonzaga [7] para os métodos de lagrangiano aumentado. Além
disso, definimos uma nova função para ser usada como penalidade para as restrições de
desigualdade e uma abordagem primal-dual do tipo previsor-corretor. Aplicamos o método
proposto no problema de fluxo de potencia ótimo reativo, da engenharia elétrica, ao sistema
elétrico de 118 barras.

Palavras-chave. Método de reescalamento não-linear, função lagrangiana aumentada,
distâncias de Bragman e entrópicas, método dual de ponto proximal, fluxo de potência
ótimo reativo.

1 Introdução

O método de ponto proximal em programação convexa permanece em intensa inves-
tigação até os dias atuais. Sua invenção é atribúıda a Martinet [6], cujas ideias foram
amplamente desenvolvidas por Rockafellar [12]. Embasados em [5, 13], o método clássico
de ponto proximal consiste em minimizar uma função f : Rn → R convexa por meio de
uma sequência

{
xk
}

gerada conforme (1):

xk+1 = arg min

{
f (x) + µk(2)−1

∥∥∥x− xk
∥∥∥2} , (1)

em que {µk} é uma sequência em R++ e ‖�‖ é a norma euclidiana em Rn. O algoritmo apre-
sentado em (1) é generalizado por meio da formulação xk+1 = arg min

{
f (x) + µkD

(
x,xk

)}
,

em que D : Rn×Rn → R+ é uma função cujo significado representa um modo de medirmos
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a distância de um vetor a para o vetor b e que ao menos possua as seguintes proporiedades:
D (a,b) = 0⇔ a = b e D (a,b) > 0, ∀a 6= b.

As medidas de distância D mais conhecidas e utilizadas são as distâncias de Bregman
[2,7,8] e as medidas entrópicas ϕ-divergente [5,11,13]. Uma exceção é apresentada em [1],
pois o autor utiliza uma medida de distância que não é nem uma distância de Bregman
nem uma medida entrópica. Todavia, em geral, as medidas de distâncias D são induzidas
por funções não-quadráticas cujo domı́nio pode ser um subconjunto do Rn.

Em problemas de otimização convexa, nos quais a condição de Slater é satisfeita,
Matioli e Gonzaga [7] e Polyak e Teboulle [11] aplicaram, respectivamente, as medidas de
distância de Bregman e as medidas ϕ-divergente para induzir o método de ponto proximal
no espaço dual associado ao problema primal. As medidas de distâncias são induzidas por
meio do conjugado convexo de uma função não-quadrática ψ, a qual está em um conjunto
H mediante a propriedades espećıficas. A finalidade desta função, em prinćıpio, é penalizar
as restrições de desigualdade do problema primal.

Foi demonstrado pelos autores que resolver o método dual de ponto proximal é to-
talmente equivalente a resolver o problema primal mediante o prinćıpio de reescalamento
não-linear vinculado a uma das duas classes de lagrangiano aumentado. Para distinguir
uma classe da outra, Matioli e Gonzaga denominaram por classe P1 às funções penalida-
des associadas ao método de lagrangiano aumentado, cujo conjugado convexo induz uma
distância de Bregman para método dual de ponto proximal; por classe P2 à classe funções
penalidades vinculadas ao método de lagrangiano aumentado, cujo conjugado convexo
induz uma medida entrópica ϕ-divergente para o método dual de ponto proximal.

Neste trabalho propomos uma abordagem de lagrangiano aumentado, no sentido do
prinćıpio de reescalamento não-linear, a qual integra as classes P1 e P2 de funções penali-
dades. Apresentamos uma nova função ψ cujo conjugado convexo é a função logaŕıtmica-
quadrática, a qual é variante a de Auslender [1]. Entretanto, a medida de distância
difere-se substancialmente a de Auslender e de Gregório e Oliveira [4]. Nós apresentamos
uma abordagem primal-dual de reescalamento não-linear integrado no sentido de Griva e
Polyak [3] com estratégia previsor-corretor proposta por Pinheiro [9]. Aplicamos o método
previsor-corretor primal-dual de reescalamento não-linear integrado ao problema de fluxo
de potência ótimo reativo vinculado ao sistema elétrico de 118 barras.

2 Medidas de distância de Bregman e entrópicas

De acordo com Teboulle [13], seja ν : Rn → R uma função convexa de classe C1, então
a medida de distância de Bregman induzida por ν é expressa em (2):

Dν (x,y) = ν (x)− ν (y)−∇ν(y)T (x− y) , ∀ (x,y) ∈ (Rn × Rn) . (2)

Seja F o conjunto das funções ϕ : R++ → R+, as quais possuem as seguintes proprie-
dades: ϕ (1) = ϕ′ (1) = 0; ϕ é de classe C∞, ϕ′ (s) < 0, para todo s ∈ (0, 1); ϕ′ (s) > 0,
para todo s ∈ (0, 1); ϕ′′ (s) > 0, para todo s ∈ R++ e; lim

s→0+
ϕ (s) = a, 0 < a ≤ ∞. Então,

a medida entrópica ϕ-divergente induzida por ϕ é conforme (3):

dϕ (x,y) =
∑n

j=1
yjϕ

(
y−1j xj

)
, ∀ (x,y) ∈

(
Rn++ × Rn++

)
. (3)
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Por fim, sejam ϕ ∈ F, ν (s) =
∑n

j=1 ϕ (si) e a função Bϕ (x, y) = ϕ (x) − ϕ (y) −
ϕ′ (y) (x− y), para todo (x, y) ∈ R2

++. Então uma maneira de relacionarmos as medidas
de distância de Bregman com as medidas entrópicas, mediante a função Bϕ, é dada por:

Dν (x,y) =
r∑
j=1

Bϕ
(
y−1j xj , 1

)
=

r∑
j=1

ϕ
(
y−1j xj

)
, ∀ (x,y) ∈

(
Rn++ × Rn++

)
(4)

e

dϕ (x,y) =
r∑
j=1

yjBϕ
(
y−1j xj , 1

)
=

r∑
j=1

bjϕ
(
y−1j xj

)
, ∀ (x,y) ∈

(
Rn++ × Rn++

)
(5)

3 Método de Reescalamento não-linear Integrado

Considere o problema de programação não-linear:

Min
x∈Rn

{f (x) : hi (x) ≤ 0,∀i = 1, ..., r} , (6)

em que f : Rn → R, hi : Rn → R são funções convexas de classe C1. O conjunto
viável do problema (6) é X = {x ∈ Rn;hi (x) ≤ 0,∀i = 1, ..., r} e assumimos que o pro-
blema (6) satisfaz as condições de Slater e que o conjunto das soluções ótimas X∗ =
{x∗ ∈ X; f (x∗) ≤ f (x)} é não-vazio e limitado. Mediante a condição de Slater, existe um
vetor λ∗ = (λ∗1, ..., λ

∗
i , ..., λ

∗
r)
T ∈ Rr+ de multiplicadores de Lagrange tal que as equações

(7) e (8) a seguir são consistentes

∇xL (x∗, λ∗) = ∇f (x∗) +
∑r

i=1
λ∗i∇hi (x∗) = 0, (7)

min (λ∗i ,−hi (x∗)) = 0 , ∀i = 1, ..., r, (8)

em que L (x, λ) = f (x)+
∑r

i=1 λihi (x) é a função lagrangiana. O problema dual associado
à (6) é:

max
λ∈Rr

{d (λ) : λi ≥ 0,∀i = 1, ..., r} , (9)

onde d (λ) = inf {L (x, λ) ;x ∈ X} é a função dual. Neste trabalho, a função lagrangiana
aumentada vinculada ao problema (6) é definida em (10):

L (x, λ, µ) = f (x) + µ
∑r

i=1

λi
(α+ (1− α)λi)

ψ
(
µ−1 (α+ (1− α)λi)hi (x)

)
, (10)

para algum α ∈ [0, 1] e fixo. O escalar µ ∈ R++ é denominado parâmetro de reescala;
a função ψ : T = (−∞, b) → R, com 0 < b ≤ ∞, é elemento do conjunto H de funções
convexas que possuem as seguintes propriedades [7, 11]: ψ é de classe C∞; ψ (0) = 0;
ψ′ (0) = 1; lim

t→−∞
ψ′ (t) = 0; lim

t→b−
ψ′ (t) = ∞; ψ′ (t) > 0 para todo t ∈ T e; ψ′′ (t) > 0

para todo t ∈ T. Se α = 0, então (10) é exatamente a lagrangiana aumentada proposta
por Matioli e Gonzaga [7] e se α = 1, então (10) torna-se a lagrangiana aumentada de
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Polyak e Teboulle [11]. A classe de funções penalidades é o conjunto Pint das funções
η : (T× R++ × [0, 1])→ R definidas por:

ηψ (t, λ, α) = λ(α+ (1− α)λ)−1ψ ((α+ (1− α)λ) t) . (11)

No sentido de Matioli e Gonzaga [7], se α = 0, então a classe Pint = P1 e que se α = 1,
então a classe Pint = P2 . O prinćıpio de reescalamento não-linear consiste em resolver
uma sequência de minimizações irrestritas da lagrangiana aumentada (10) seguido de
atualizações dos multiplicadores de Lagrange. Em sentido de método, este prinćıpio é
transcrito da seguinte forma: Seja k = 0, 1, 2, ..., então dado um par

(
λ00, µ0

)
∈ Rr+1

++ e um
α ∈ [0, 1], então determine xk+1 = argmin

{
L
(
x, λk, µk

)
,x ∈ X

}
e, então, faça:

λik+1
= ψ′

(
µ−1k (α+ (1− α)λik)hi

(
xk+1

))
λik ,∀i = 1, ..., r. (12)

Agora, devido à existência de ψ′−1 , o conjugado convexo de ψ, o qual é dado por
ϕ (s) = sup {st− ψ (t) , t ∈ T}, está bem definido. Como ϕ′ = ψ′−1, segue, a partir da
expressão (12), a expressão (13):

hi

(
xk+1

)
− µk(α+ (1− α)λik)−1ϕ′

(
λ−1ik λik+1

)
= 0. (13)

Isso significa que λik+1
é solução para condição de primeira ordem do método dual de

ponto proximal apresentado em (14):

λk+1 = arg max
{
d (λ)− µk

∑r

i=1
(α+ (1− α)λik)−1λikϕ

(
λ−1ik λi

)
;λ ∈ Rr++

}
. (14)

Pelas expressões (4) e (5), a medida de distância aplicada ao par
(
λ,λk

)
não é nem uma

distância de Bregman nem entrópica ϕ-divergente para qualquer α ∈ (0, 1). Todavia, se
α = 0 ou α = 1, então recuperamos, respectivamente, os métodos dual de ponto proximal
de Matioli e Gonzaga e de Polyak e Teboulle. Neste trabalho, propomos a função:

H 3 ψ (t) = ln
(
1
2

(
t+

√
t2 + 4

))
+
t2 + t

√
t2 + 4

4
. (15)

Suas propriedades são: T = R; trata-se de uma função convexa imprópria, isto é,

ψ (t) ≥ −∞, para todo t ∈ T; ψ′ (t) = t+
√
t2+4
2 ; ψ′′ (t) = t

√
t2+4+t2+4
2(t2+4)

; lim
t→∞

t−1ψ (t) = ∞
(coerciva a direita) e; seu conjugado convexo é a função logaŕıtmica-quadrática ϕ (s) =
− ln (s) + 2−1

(
s2 − 1

)
, a qual é uma variante apresentada por Auslender [1]. Todavia, a

indução de uma medida de distância de Bregman ou entrópica difere substancialmente a
de Auslender e a de Gregório e Oliveira [4], pois a proposta do integrado mescla pondera-
damente as caracteŕısticas de ambas medidas de distância para qualquer α ∈ [0, 1].

4 Método primal-dual de reescalamento não-linear integrado

Seja o problema (16), o qual assumirmos as soluções ótima primal e dual estão bem
definidas.

Min
(x,z1)∈Rn+r

{f (x) : g (x) = 0;h (x) + z1 = 0;−z1 ≤ 0} (16)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0478 010478-4 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0478


5

em que: f : Rn → R, g : Rn → Rm, h : Rn → Rr são funções não-convexas pelo menos
de classe C2 e z1 é o vetor de variáveis de folgas vinculadas à restrição h (x) ≤ 0. A
lagrangiana aumentada associada à (16) é:

L (ω) = f (x) + λT0g (x) + λT1 (h (x) + z1) + µ
∑r

i=1
ηψ
(
−µ−1z1i , δ1i , α

)
, (17)

onde: ω =
(
xT , zT1 , λ

T
0 , λ

T
1

)T
; λ0 = (λ01 , ..., λ0m)T ∈ Rm, λ1 = (λ11 , ..., λ1r)T ∈ Rr+

são respectivamente os vetores duais vinculados à g (x) = 0 e à h (x) + z1 = 0 e
δ1 = (δ11 , ..., δ1r)T ∈ Rr++ é o parâmetro dual, o qual é uma estimativa para λ1. O
método primal-dual seguido de atualizações dinâmicas dos parâmetros foi proposto por
Griva e Polyak [3] e uma estratégia previsor-corretor para este método foi apresentado por
Pinheiro [9]. A abordagem primal-dual consiste em gerar uma sequência

{
ωk
}

seguida de
atualizações do vetor

(
µk, δ

k
)
∈ Rr+1

++ de parâmetros até que lim
k→∞

∥∥∇L (ωk
)∥∥ = 0. Neste

trabalho, a sequência
{
ωk
}

é gerada ao efetuarmos dois passos do método de Newton por
iteração para o cálculo das direções de busca primal e dual. O primeiro é denominado pre-
visor enquanto que o segundo é denominado corretor. As direções de busca são definidas
em (18):

dk
λ0

=
(
∇g

(
xk
)
θ−1k ∇g

(
xk
)T)−1 (∇g (xk

)
θ−1k

(
rkµ −∇h

(
xk
)T

ck
)

+ g
(
xk
))
− λk0

dk
x = θ−1k

(
rkµ −∇h

(
xk
)T

ck −∇g
(
xk
)T (

λk0 + dk
λ0

))
dk
z1 = −∇h

(
xk
)
dk
x −

(
h
(
xk
)

+ zk1
)

dk
λ1

= −µ−1k ∆αk
Ψ̇−1Ψ̈Λ1kd

k
z1 + ck + µkΨ̇δ

k
1 − λk1

,

(18)

onde: rkµ = −∇f
(
xk
)
− µ−1k ∇h

(
xk
)T (

∆αk
Ψ̇−1Ψ̈Λ1k

(
h
(
xk
)

+ zk1
)

+ µkΨ̇δ
k
1

)
, Λ1k =

diag
(
λk1i
)r
i=1

, Ψ̇ = diag
(
ψ′
(
−µ−1k

(
α+ (1− α) δk1i

)
zk1i
))r
i=1

, ∆αk
= diag

(
(α+ (1− α)) δk1i

)r
j=1

,

Ψ̈ = diag
(
ψ′′
(
−µ−1k

(
α+ (1− α) δk1i

)
zk1i
))r
i=1

, ck = 0, se o passo é o previsor e ck =

−µ−1k ∆αk
Ψ̇−1Ψ̈Dzk1

dk
λ1

se o passo é o corretor, Dzk1
= diag

(
dkz1i

)r
i=1

e

θk = ∇2f
(
xk
)

+
m∑
t=1

λk0t∇
2gt

(
xk
)

+
r∑
i=1

λk1i∇
2hi

(
xk
)

+µ−1k ∇h
(
xk
)T

∆αk
Ψ̇−1Ψ̈Λ1k∇h

(
xk
)
.

O cálculo do tamanho do passo, atualizações dos parâmetros e uma estratégia para a
regularização da matriz θk é feito de acordo com Pinheiro [10].

5 Resultados numéricos

Nesta seção, apresentamos um desempenho, o qual enfatizamos à escolha para α,
da proposta do método primal-dual de reescalamento não linear integrado. Aplicamos
ao problema de fluxo de potência ótimo descrito, da engenharia elétrica, somente para
o sistema elétrico de 118 barras. A formulação do problema e dados de entrada para
o método são descritos em Pinheiro [10]. A função ψ (t) escolhida para obtermos os
resultados é aquela apresentada em (15).
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Tabela 1: Desempenho método primal-dual de reescalamento não linear integrado em função da

escolha de α.

α k iterações Perdas MW L
(
ωk

) ∥∥∇L (
ωk

)∥∥
0 8 119,134741 118,810768 5,26E-05

0,1 9 119,128327 119,12816 2,07E-05
0,2 9 119,1283 119,128159 1,79E-05
0,3 9 119,128412 119,128194 1,08E-05
0,4 8 119,12882 119,128243 9,37E-05
0,5 8 119,128757 119,128238 8,71E-05
0,6 8 119,128706 119,128234 8,62E-05
0,7 8 119,128663 119,128231 8,51E-05
0,8 8 119,128625 119,12823 8,37E-05
0,9 8 119,128585 119,128228 8,19E-05
1 8 119,128539 119,128224 7,96E-05

Os resultados mostram que a proposta do método de reescalamento não-linear inte-
grado é eficiente. Neste exemplo, a escolha para α inferiu apenas no número de iterações
em alguns casos. Em outras aplicações, nós constatamos que o método falhou ou obteve
sucesso ao escolhermos um α ao impormos os mesmos dados de entrada.

6 Conclusões

Neste trabalho, foi apresentado um método de reescalamento não-linear integrado.
Mostramos que a classe de funções penalidades para os métodos de lagrangiano aumentado
proposto contém, em particular, as classes desenvolvidas por Matioli e Gonzaga e de
Polyak e Teboulle. Mostramos que o método é equivalente ao método dual de ponto
proximal, cuja medida de distância contém caracteŕısticas das medidas de distâncias de
Bregman e entrópicas ϕ-divergente. Além disso, definimos uma nova função para ser usada
como penalidade, cuja propriedade é que seu conjugado convexo é a função logaŕıtmica
quadrática, a qual é uma variante a Auslender. Por fim, aplicamos com sucesso o método
proposto no problema de fluxo de potencia ótimo reativo, ao sistema elétrico de 118 barras.
Os resultados mostram que a abordagem integrada é uma nova opção junto aos métodos
de lagrangiano aumentado que são embasados no prinćıpio de reescalamento não-linear.

Agradecimentos
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