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Resumo. Neste trabalho, propomos um método de reescalamento nao-linear integrado, o
qual mescla as familias de func¢des penalidades nao-quadraticas desenvolvidas por Polyak e
Teboulle [11] e Matioli e Gonzaga [7] para os métodos de lagrangiano aumentado. Além
disso, definimos uma nova funcao para ser usada como penalidade para as restrigoes de
desigualdade e uma abordagem primal-dual do tipo previsor-corretor. Aplicamos o método
proposto no problema de fluxo de potencia 6timo reativo, da engenharia elétrica, ao sistema
elétrico de 118 barras.

Palavras-chave. Método de reescalamento nao-linear, funcao lagrangiana aumentada,
distancias de Bragman e entrdpicas, método dual de ponto proximal, fluxo de poténcia
6timo reativo.

1 Introducao

O método de ponto proximal em programacao convexa permanece em intensa inves-
tigacao até os dias atuais. Sua invengao é atribuida a Martinet [6], cujas ideias foram
amplamente desenvolvidas por Rockafellar [12]. Embasados em [5,13], o método cldssico
de ponto proximal consiste em minimizar uma funcao f : R® — R convexa por meio de
uma sequéncia {x¥} gerada conforme (1):

xk+l :argmin{f(x)-l-uk@)1HX—ka2}, (1)

em que {u;} é uma sequéncia em R, 4 e ||.|| é a norma euclidiana em R™. O algoritmo apre-
sentado em (1) é generalizado por meio da formulagio xX™! = arg min { f(x)+ wD (x, xk) },
em que D : R"xR" — R é uma funcao cujo significado representa um modo de medirmos
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a distancia de um vetor a para o vetor b e que ao menos possua as seguintes proporiedades:
D(a,b)=0<a=beD(a,b)>0,YVa#b.

As medidas de distancia D mais conhecidas e utilizadas sao as distancias de Bregman
[2,7,8] e as medidas entrépicas ¢-divergente [5,11,13]. Uma excegao é apresentada em [1],
pois o autor utiliza uma medida de distancia que nao é nem uma distancia de Bregman
nem uma medida entrépica. Todavia, em geral, as medidas de distancias D sao induzidas
por funcgoes nao-quadraticas cujo dominio pode ser um subconjunto do R™.

Em problemas de otimizacao convexa, nos quais a condicao de Slater é satisfeita,
Matioli e Gonzaga [7] e Polyak e Teboulle [11] aplicaram, respectivamente, as medidas de
distancia de Bregman e as medidas (-divergente para induzir o método de ponto proximal
no espaco dual associado ao problema primal. As medidas de distancias sao induzidas por
meio do conjugado convexo de uma funcao nao-quadratica ¥, a qual estd em um conjunto
H mediante a propriedades especificas. A finalidade desta funcao, em principio, é penalizar
as restrigoes de desigualdade do problema primal.

Foi demonstrado pelos autores que resolver o método dual de ponto proximal é to-
talmente equivalente a resolver o problema primal mediante o principio de reescalamento
nao-linear vinculado a uma das duas classes de lagrangiano aumentado. Para distinguir
uma classe da outra, Matioli e Gonzaga denominaram por classe P; as funcoes penalida-
des associadas ao método de lagrangiano aumentado, cujo conjugado convexo induz uma
distancia de Bregman para método dual de ponto proximal; por classe Py a classe fungoes
penalidades vinculadas ao método de lagrangiano aumentado, cujo conjugado convexo
induz uma medida entrépica p-divergente para o método dual de ponto proximal.

Neste trabalho propomos uma abordagem de lagrangiano aumentado, no sentido do
principio de reescalamento nao-linear, a qual integra as classes P; e P de fungoes penali-
dades. Apresentamos uma nova fungao 1 cujo conjugado convexo é a fungao logaritmica-
quadrética, a qual é variante a de Auslender [1]. Entretanto, a medida de distancia
difere-se substancialmente a de Auslender e de Gregério e Oliveira [4]. Nés apresentamos
uma abordagem primal-dual de reescalamento nao-linear integrado no sentido de Griva e
Polyak [3] com estratégia previsor-corretor proposta por Pinheiro [9]. Aplicamos o método
previsor-corretor primal-dual de reescalamento nao-linear integrado ao problema de fluxo
de poténcia étimo reativo vinculado ao sistema elétrico de 118 barras.

2 Medidas de distancia de Bregman e entrépicas
De acordo com Teboulle [13], seja v : R — R uma fungio convexa de classe O, entdao
a medida de distancia de Bregman induzida por v é expressa em (2):
T
D, (x,y) =v(x) —v(y) = Vr(y) (x—vy), V(xy) € (R" xR"). (2)
Seja F o conjunto das fungoes ¢ : Ry — R4, as quais possuem as seguintes proprie-

dades: ¢ (1) = ¢/ (1) = 0; ¢ é de classe C°, ¢’ (s) < 0, para todo s € (0,1); ¢’ (s) > 0,
para todo s € (0,1); ¢” (s) > 0, para todo s € Ry e; lim+ v (s) =a, 0 < a<oo. Entao,
s—0

a medida entrépica p-divergente induzida por ¢ é conforme (3):

dy (x,y) = Z::1 Yie (yj_lxj)7 V(xy) € (R, xRY,). (3)

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0478 010478-2 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0478

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Por fim, sejam ¢ € F, v(s) = >70_, ¢ (s;) e a fungio By, (z,y) = () — ¢ (y) —
¢ (y) (x — y), para todo (z,y) € R2 . Entdo uma maneira de relacionarmos as medidas
de distancia de Bregman com as medidas entrépicas, mediante a fungao B, ¢ dada por:

y) = i:B‘/’ (y;lz:j, 1) = z": © <y;1:cj>, V(x,y) € (]R:L_+ X R?——k) (4)
j=1 j=1

Zya (v "251) = Zw( 5). Vxy) € (Bl xRYE,) ()

3 Método de Reescalamento nao-linear Integrado
Considere o problema de programacao nao-linear:

%f@ {f(x):hi(x)<0,Vi=1,..,r}, (6)

em que f : R® — R, h; : R® — R sdo funcdes convexas de classe C'. O conjunto
vidvel do problema (6) é X = {x € R™";h; (x) <0,Vi =1,...,r} e assumimos que o pro-
blema (6) satisfaz as condigdes de Slater e que o conjunto das solugoes 6timas X* =
{x* X, f(x*) < f(x)} é ndo-vazio e limitado. Mediante a condigao de Slater, existe um
vetor A* = (A],..., AL, ..., )\:)T € R, de multiplicadores de Lagrange tal que as equacoes
(7) e (8) a seguir sao consistentes

VoL (x*,\*) = Z A\Vh; (x*) =0, (7)
min (A}, —h; (x*)) =0 ,Vi=1,..,r, (8)
em que L (x,\) = f (x)+>_:_; Aih; (x) é a funcao lagrangiana. O problema dual associado
a (6) é
max {d(\): A\, >0,Vi=1,..,r}, 9)
AERT

onde d(\) = inf {L (x,A) ;x € X} é a func@o dual. Neste trabalho, a fungao lagrangiana
aumentada vinculada ao problema (6) é definida em (10):

L) = f 00+ 1Y ey (7 et (=) h ). (1)

para algum a € [0,1] e fixo. O escalar u € Ry é denominado parametro de reescala,;
a funcao ¢ : T = (—o0,b) - R, com 0 < b < oo, é elemento do conjunto H de fungoes
convexas que possuem as seguintes propriedades [7,11]: ¢ é de classe C*°; ¢ (0) = 0;
P (0) = 1, tiirﬁnood/ (t) = 0; tlirl?_ Y (t) = oo; ' (t) > 0 para todo t € T e; " (t) > 0
para todo t € T. Se a = 0, entao (10) é exatamente a lagrangiana aumentada proposta
por Matioli e Gonzaga [7] e se & = 1, entdo (10) torna-se a lagrangiana aumentada de
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Polyak e Teboulle [11]. A classe de fungdes penalidades é o conjunto Pi, das fungoes
n: (T xRyt x[0,1]) — R definidas por:

my (A @) = Ma+ (1 —a) N ((a+ (1 —a) M) t). (11)

No sentido de Matioli e Gonzaga [7], se & = 0, entao a classe Py, = P; e que se v = 1,
entao a classe P;y = Py . O principio de reescalamento nao-linear consiste em resolver
uma sequéncia de minimizagoes irrestritas da lagrangiana aumentada (10) seguido de
atualizagoes dos multiplicadores de Lagrange. Em sentido de método, este principio é
transcrito da seguinte forma: Seja k = 0,1, 2, ..., entdo dado um par ()\8, ,uo) € Rfﬂl e um
a € [0, 1], entdao determine x¥t1 = argmin {L (x, MK, Mk) ,X € X} e, entao, faga:

>‘ik+1 = ’(/J/ (,u,;l (Oé + (1 — a) )\'lk> hi (Xk+1)) /\ik ,Vi = 1, T (12)

Agora, devido & existéncia de v/ -1 , 0 conjugado convexo de 1, o qual é dado por
o (s) = sup{st — ¢ (t),t € T}, estd bem definido. Como ¢’ = 'L segue, a partir da
expressao (12), a expressao (13):

hi (xk+1) — o+ (1 —a) N, N (A;IAW) —0. (13)

Isso significa que A;,,, € solugao para condicao de primeira ordem do método dual de
ponto proximal apresentado em (14):

AL — argmax {d(/\) — [ Z:Zl (a+ (1 —a) X)) Nie (x\,;l)\i) TN € R’jr+} . (14)

Pelas expressdes (4) e (5), a medida de distancia aplicada ao par (A,A¥) néo é nem uma
distancia de Bregman nem entrépica ¢-divergente para qualquer o € (0,1). Todavia, se
a =0 ou a = 1, entao recuperamos, respectivamente, os métodos dual de ponto proximal
de Matioli e Gonzaga e de Polyak e Teboulle. Neste trabalho, propomos a funcao:

B () = (§ (1+ V) + VL (15)

Suas propriedades sdo: T = R; trata-se de uma funcado convexa improépria, isto é,

/12 /12 2 . —
¥ (t) > —oo, para todo t € T; ¢/ (t) = BV o (4) = %; tliglot M (t) = oo

(coerciva a direita) e; seu conjugado convexo é a funcao logaritmica-quadrética ¢ (s) =
—In(s)+ 27! (32 — 1), a qual é uma variante apresentada por Auslender [1]. Todavia, a
inducdo de uma medida de distancia de Bregman ou entrdpica difere substancialmente a
de Auslender e a de Gregério e Oliveira [4], pois a proposta do integrado mescla pondera-
damente as caracteristicas de ambas medidas de distancia para qualquer « € [0, 1].

4 Meétodo primal-dual de reescalamento nao-linear integrado

Seja o problema (16), o qual assumirmos as solugoes 6tima primal e dual estao bem
definidas.

Min {f(x):g(x)=0;h(x)+2z1 =0;—21 <0} (16)
(x,z1)ER™ T
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em que: f:R" - R, g:R*" = R™ h:R" — R" sao fungdes nao-convexas pelo menos
de classe C? e z; é o vetor de varidveis de folgas vinculadas & restricio h(x) < 0. A
lagrangiana aumentada associada & (16) é

L(w)=f () + Mg () + AT () +20) 4+ u > g (~p ', 0000),  (17)

onde: w = (x, 27 A5 AT 5 Ao = ops e Aop)t € R™, Ay = (s )T € RY
sao respectivamente os vetores duais vinculados & g(x) = 0 e &4 h(x) +2z1 = 0 e
61 = (61,,....,00,)" € R’ , é o parametro dual, o qual é uma estimativa para A;. O
método primal-dual seguido de atualizagoes dindmicas dos parametros foi proposto por
Griva e Polyak [3] e uma estratégia previsor-corretor para este método foi apresentado por
Pinheiro [9]. A abordagem primal-dual consiste em gerar uma sequéncia {wk} seguida de
atualizagoes do vetor (,uk, 5k) € RTH de parametros até que kli}ngo HVL (wk) H = 0. Neste

trabalho, a sequéncia {wk} é gerada ao efetuarmos dois passos do método de Newton por
iteragao para o calculo das diregoes de busca primal e dual. O primeiro é denominado pre-
visor enquanto que o segundo é denominado corretor. As diregoes de busca sao definidas

m (18):
df, = (Vg (x¥) e,ng(xk)T) (Ve () 0 (vh — VR ()" ek) + g (xk) ) — A
df = 0" (vh — Vh(x) ek — Vg ()" (N +df,)) ,
d¥, = —Vh (x¥) dX — (h (x*) + z¥)

d, = i B, BN AL A, K ol —
(18)
r;lj = -Vf (xk) - Mglvh(xk)T (Aak\il_l{l.’Alk (h (Xk) +le<) +Mk¢’511{>7 A, =
dz‘ag (M) ¥ = diag (¢ (—pi (@ + (1= a) ) o)1, Aa, = diag ((a + (1 —a))df)"_,,

= diag (V" (—u;, 1 (a+(1-a) 6’1‘;) Z]fi))::p ck = 0, se o passo é o previsor e ck =

-
— g, 1Aak\IJ 9D kd se o passo é o corretor, DZ11< = diag <d’§1_) e
i/i=1

0p = V2f (xk) +i s Vg (xk) +ZT: 21, (xk) +u;'Vh (xk)TAak\i/‘lilAlth (xk) .
t=1 =1

O calculo do tamanho do passo, atualizacGes dos pardmetros e uma estratégia para a
regularizagdo da matriz ), é feito de acordo com Pinheiro [10].

5 Resultados numéricos

Nesta secao, apresentamos um desempenho, o qual enfatizamos a escolha para «,
da proposta do método primal-dual de reescalamento nao linear integrado. Aplicamos
ao problema de fluxo de poténcia étimo descrito, da engenharia elétrica, somente para
o sistema elétrico de 118 barras. A formulagao do problema e dados de entrada para
o método sao descritos em Pinheiro [10]. A fungao 9 (¢) escolhida para obtermos os
resultados é aquela apresentada em (15).
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Tabela 1: Desempenho método primal-dual de reescalamento nao linear integrado em funcao da
escolha de a.

o | kiteragdes [ Perdas MW | L (w") [ [VL (W9
0 8 119,134741 | 118,810768 [ 5,26E-05
0,1 9 119,128327 | 119,12816 | 2,07E-05
0,2 9 119,1283 | 119,128159 | 1,79E-05
0,3 9 119,128412 | 119,128194 | 1,08E-05
0,4 8 119,12882 | 119,128243 | 9,37E-05
0,5 8 119,128757 | 119,128238 | 8,71E-05
0,6 8 119,128706 | 119,128234 | 8,62E-05
0,7 8 119,128663 | 119,128231 | 8,51E-05
08 8 119,128625 | 119,12823 | 8,37E-05
0,9 8 119,128585 | 119,128228 | 8,19E-05
1 8 119,128539 | 119,128224 | 7,96E-05

Os resultados mostram que a proposta do método de reescalamento nao-linear inte-
grado € eficiente. Neste exemplo, a escolha para « inferiu apenas no nimero de iteragoes
em alguns casos. Em outras aplicagoes, nds constatamos que o método falhou ou obteve
sucesso ao escolhermos um « ao impormos os mesmos dados de entrada.

6 Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado um método de reescalamento nao-linear integrado.
Mostramos que a classe de funcoes penalidades para os métodos de lagrangiano aumentado
proposto contém, em particular, as classes desenvolvidas por Matioli e Gonzaga e de
Polyak e Teboulle. Mostramos que o método é equivalente ao método dual de ponto
proximal, cuja medida de distdncia contém caracteristicas das medidas de distancias de
Bregman e entrépicas @-divergente. Além disso, definimos uma nova fungao para ser usada
como penalidade, cuja propriedade é que seu conjugado convexo é a funcao logaritmica
quadratica, a qual é uma variante a Auslender. Por fim, aplicamos com sucesso o método
proposto no problema de fluxo de potencia 6timo reativo, ao sistema elétrico de 118 barras.
Os resultados mostram que a abordagem integrada é uma nova opgao junto aos métodos
de lagrangiano aumentado que sao embasados no principio de reescalamento nao-linear.
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