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Resumo. Neste trabalho, obtemos condições necessárias de otimalidade para a eficiência
fraca para problemas de controle ótimo discreto. Abordamos o problema com restrições de
igualdade e de desigualdade sobre o estado e o controle e uma condição de contorno. Assu-
mimos ainda, que as funções envolvidas no problema são continuamente diferenciáveis. As
condições necessárias (Prinćıpio do Máximo Discreto) foram obtidas através do formalismo
de Dubovitskii-Milyutin (DM).
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1 Introdução

Existem inúmeros problemas de tomada de decisão onde se deseja otimizar mais do que
um objetivo os quais frequentemente são conflitantes. Tais problemas são denominados
problemas multiobjetivo.

Especificamente, neste trabalho são considerados problemas de controle ótimo discreto
multiobjetivos.

As condições de otimalidade para o problema de controle ótimo (com um único obje-
tivo) são dadas através do conhecido Prinćıpio do Máximo de Pontryagin, o qual apresenta
uma versão para o problema de controle ótimo discreto. Este prinćıpio pode ser demons-
trado usando diferentes técnicas. Veja por exemplo [2, 4, 6, 8, 9].

Por outro lado, o formalismo de Dubovitski-Milyutin, o qual denotamos (DM) por
simplicidade, é uma importante ferramenta para o tratamento de uma ampla classe de
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problemas de otimização, formulados em contexto mais abstrato, isto é, cujas funções
do problema estão definidas em espaços abstratos e, portanto, pode ser utilizado para o
tratamento dos mais diversos problemas, como por exemplo, o Problema de Programação
Matemática, o Problema do Cálculo das Variações, o Problema de Controle Ótimo dentre
outros. Além disto, existem variantes deste formalismo para problemas multiobjetivos.
Veja [3, 5, 7].

Neste trabalho obtivemos condições necessárias de otimalidade para o problema de
controle ótimo discreto multiobjetivo, utilizando o formalismo DM. Abordamos o problema
com restrições de igualdade e de desigualdade sobre o estado e o controle e uma condição
de contorno. Assumimos ainda, que as funções envolvidas no problema são continuamente
diferenciáveis.

2 Preliminares técnicos e formulação do problema

Inicialmente, consideramos o seguinte problema:

Minimizar f(x) := (f1(x), · · · , fp(x))
sujeito a: x ∈ Q

}
(MOP)

onde fj : X → R, j = 1, · · · , p e X é um espaço de Banach. Dizemos que x∗ ∈ Q é uma
solução fracamente eficiente 5 se não existe x ∈ Q tal que fj(x) < fj(x

∗), para todo
j = 1, · · · , p.

Agora, suponha Q =
k+1⋂
i=1

Qi, onde intQi 6= ∅, i = 1, · · · , k (tais Qi são chamados

restrições de desigualdade) e intQk+1 = ∅ (neste caso, Qk+1 é chamado restrição de
igualdade).

• Seja φ : X → R uma função dada. Dizemos que w ∈ X é uma direção de descida
de φ em x0 ∈ X se existem uma vizinhança V de w, α < 0 e ε0 > 0 tais que
φ(x0 + εw) ≤ φ(x0) + αε, ∀w ∈ V,∀ε ∈ (0, ε0).

• Seja Q ⊂ X tal que intQ 6= ∅. Dizemos que w ∈ X é uma direção fact́ıvel para
Q em x0 ∈ X se existem uma vizinhança V de w e ε0 > 0 tais que x0 + εw,∀w ∈
V,∀ε ∈ (0, ε0).

• Seja Q ⊂ X tal que intQ 6= ∅. Dizemos que w ∈ X é uma direção tangente para
Q em x0 ∈ X se para qualquer ε ∈ (0, ε0), ∃xε ∈ Q tal que xε = x0 + εw + r(ε),
onde r(ε) = o(ε).

Pode-se demonstrar que os conjuntos de direções de descida, fact́ıvel e tangente são
cones com vértice na origem; os dois primeiros são cones abertos e o cone tangente, em
geral, não é aberto e nem fechado.

5ou ainda, Pareto Fraca.
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Teorema 2.1. (DM multiobjetivo) Sejam: Di o cone de direções de descida de fi (i =
1, · · · , p), Ej o cone de direções fact́ıveis de Qj (j = 1, · · · , k) e Ek+1 o cone de direções
tangentes de Qk+1. Suponha que todos estes cones são convexos. Se x∗ ∈ Q é solução
Pareto fraca de (MOP), então existem funcionais hi ∈ D∗i , lj ∈ Q∗j(i = 1, · · · , p, j =

1, · · · , k + 1) 6 não todos nulos e tais que

p∑
i=1

hi +

k+1∑
j=1

lj = 0.

Observação 2.1. Se além das hipóteses do teorema anterior tivermos
⋂
i 6=r

Di∩
k+1⋂
j=1

Ej 6= ∅

para algum r, então hr 6= 0. Neste caso dizemos que x∗ é fracamente regular para (MOP)
e se hr 6= 0 para todo r, diremos que x∗ é regular para (MOP).

Para maiores detalhes, veja [5, 6].
Sobre a notação utilizada:

(i) [0, N ] = {0, 1, · · · , N} (intervalo discreto);
(ii) Rn(N) = {(x0, x1, · · · , xN−1) : xj ∈ Rn, ∀j}.

No que segue, formulamos o problema de controle discreto multiobjetivo (PCDM):

Minimizar Φ(x, u) := (
N−1∑
i=0

f1(xi, ui), · · · ,
N−1∑
i=0

fp(xi, ui))

sujeito a: xi+1 = ϕ(xi, ui, i), i ∈ [0, N − 1]
h1(xi) = 0, g1(xi) 5 0, i ∈ [0, · · · , N ]
h2(ui) = 0, g2(ui) 5 0, i ∈ [0, N − 1]
K(x0, xN ) = 0


(PCDM)

onde fj : Rn×Rm→ R, j = 1, · · · , p; ϕ : Rn×Rm→ Rn, h1 : Rn→ Rr1 , g1 : Rm→ Rs1 ,
h2 : Rn→ Rr2 , g2 : Rm→ Rs2 e K : Rn×Rn→ Rk são funções continuamente diferenciáveis.
Neste caso, xi são as variáveis de estado; ui são os parâmetros de controle; N é o número
de etapas; x = (x0, · · · , xN ) é a trajetória e u = (u1, · · · , uN−1) é o controle associado a
esta trajetória. Assumimos r1 ≤ n, r2 ≤ m e k ≤ 2n.

Por fim, cada par (x, u) que satisfaz as restrições de (PCDM) é um processo admisśıvel
e um par (x∗, u∗) é um processo fracamente eficiente para (PCDM) se não existe outro

processo admisśıvel (x∗, u∗) tal que
N−1∑
i=0

fj(xi, ui) <
N−1∑
i=0

fj(x
∗
i , u
∗
i ), para todo j = 1, · · · , p.

3 Resultados

Sejam X = {x ∈ Rn(N+1);x0 = 0}; U = Rm(N).
Observe que é posśıvel reescrever o problema de controle (PCDM) como o seguinte

problema multiobjetivo

Minimizar Φ(x, u) = (Φ1(x, u), · · · ,Φp(x, u))
sujeito a: F (x, u) = 0, G(x, u) 5 0, (x, u) ∈ X × U

}
(POM)

6Se K é um cone, K∗ é o cone dual de K, isto é K∗ = {ξ ∈ X∗ : ξ(x) ≥ 0, ∀x ∈ K}.
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onde:

Φj(x, u) =
N−1∑
i=0

fj(xi, ui) ∈ R, j = 1, . . . , p

F (x, u) = (F1(x, u), · · · , F4(x, u)) ∈ Rn(N)×Rr1(N+1)×Rr2(N)×Rk,

G(x, u) = (G1(x, u), G2(x, u)) ∈ Rs1(N+1)×Rs2(N).

Neste caso 7:

F1(x, u)(i) = xi+1 − ϕ(xi, ui, i), i ∈ [0, N − 1]
F2(x, u)(i) = h1(xi), i ∈ [0, N ]; F3(x, u)(i) = h2(xi), i ∈ [0, N − 1]
F4(x, u) = K(x0, xN ); G1(x, u)(i) = g1(xi), i ∈ [0, N ]; G2(x, u)(i) = g2(ui), i ∈ [0, N − 1].

Ainda: MF = {(x, u) ∈ X × U : F (x, u) = 0}, MG = {(x, u) ∈ X × U : G(x, u) 5 0} são
as restrições de igualdade e de desigualdade para (POM).

Aplicando-se o formalismo de DM (Teorema 2.1) ao problema (POM), obtemos:

Teorema 3.1. [Prinćıpio do Máximo Discreto] Seja (x̂, û) um processo fracamente efici-
ente para (PCDM). Então existe

λ = (ν, λ1, γ
1, γ2, µ1, µ2, p) ∈ Rp×Rk×Rr1(N+1)×Rr2(N)×Rs1(N+1)×Rs2(N+1)×Rn(N+1),

satisfazendo

p0 = (H0)x0(x̂0, û0, p1, ν)− [〈λ1,Kx0(x̂0, x̂N )〉+
〈
γ10, h

′
1(x̂0)

〉
+
〈
µ10, g

′
1(x̂0)

〉
]; (1)

pi = (Hi)xi(x̂i, ûi, pi+1, ν)− [
〈
γ1i , h

′
1(x̂i)

〉
+
〈
µ1i , g

′
1(x̂i)

〉
], i = 1, · · · , N − 1; (2)

pN = −[〈λ1,KxN (x̂0, x̂N )〉+
〈
γ1N , h

′
1(x̂N )

〉
+
〈
µ1N , g

′
1(x̂N )

〉
]; (3)

(Hi)ui(x̂i, ûi, pi+1, ν) =
〈
γ2i , h

′
1(ûi)

〉
+
〈
µ2i , g

′
2(ûi)

〉
, i = 0, · · · , N − 1; (4)〈

µ1i , g1(x̂i)
〉

= 0, i ∈ [0, N ];
〈
µ2i , g2(ûi)

〉
= 0, i ∈ [0, N − 1] (5)

onde para cada i ∈ [0, N−1], definimos a i-ésima função Hamiltoniana de (PCDM), por:

Hi(x, u, p, ν) = 〈p, ϕ(x, u, i)〉 −
p∑

j=1

〈νj , fj(x, u)〉

(x ∈ Rn, u ∈ Rm, p ∈ Rn, ν ∈ Rp).

Para que tenhamos ν 6= 0 no Teorema 3.1, é necessário alguma condição de regularidade
em (PCDM).

7Sobre a notação: F1(x, u)(i) denota a i-ésima componente de F1(x, u) ∈ Rn(N). E similarmente
para as demais Fj e também para G. Também: g1(x) = (g11(x), · · · , gs11 (x)) ∈ Rs1 e analogamente para
g2(u) ∈ Rs2 .
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Definição 3.1. Seja (x̂, û) um processo admisśıvel para (PCDM). (i) Dizemos que (x̂, û)
é um processo fracamente regular para (PCDM) se

T (MF , (x̂, û)) = {(w, v) ∈ X × U : wi+1 = ϕx(x̂i, ûi)wi + ϕu(x̂i, ûi)vi, h
′
1(x̂i)wi = 0,

h′1(ûi)vi = 0, Kx0(x̂0, x̂N )w0 +Kx0(x̂0, x̂N )wN = 0} (6)

e existe (w, v) ∈ X × U, tal que

wi+1 − [ϕx(x̂i, ûi)wi + ϕu(x̂i, ûi)vi] = 0, i ∈ [0, N − 1];
h′1(x̂i)wi = 0, i ∈ [0, N ]; h′1(ûi)vi = 0, i ∈ [0, N − 1];
(gs1)′(x̂i)wi < 0, s ∈ I1(x̂, û); (gs2)′(ûi)vi < 0, s ∈ I2(x̂, û);
Kx0(x̂0, x̂N )w0 +Kx0(x̂0, x̂N )wN = 0

 (7)

onde I1(x̂, û) = {s ∈ {1, · · · , s1} : gs1(x̂i) = 0, para algum i ∈ [0, N ]} e I2(x̂, û) = {t ∈
{1, · · · , s2} : gt1(ûi) = 0, para algum i ∈ [0, N − 1]}.

(ii) Dizemos que (x̂, û) é um processo regular para (PCDM) se vale (6) e se para
cada r ∈ {1, · · · , p} existe (w, v) ∈ X × U, tal que (7) se cumpre, e também vale

Φ′j(x̂i, ûi)wi < 0, j = 1, · · · , p, j 6= r.

Como consequência da Observação 2.1 e da equivalência entre os problemas (PCDM)
e (POM), temos que (x̂, û) é processo regular (fracamente regular) de (PCDM) se e
somente se (x̂, û) é ponto regular (fracamente regular) de (POM). Consequentemente:

Teorema 3.2. Seja (x̂, û) um processo admisśıvel e regular (fracamente regular) para
(PCDM). Se (x̂, û) é um processo fracamente eficiente para (PCDM), então existe
λ = (ν, λ1, γ

1, γ2, µ1, µ2, p) ∈ Rp×Rk×Rr1(N+1)×Rr2(N)×Rs1(N+1)×Rs2(N+1)×Rn(N+1),
satisfazendo (1)-(5), com ν > 0 (ν = 0).8

4 Considerações finais

Observe que as condições de otimalidade estabelecidas pelo Prinćıpio de Máximo Dis-
creto (Teorema 3.1) são mais interessantes quando podemos garantir que ν 6= 0. Caso
contrário, o problema (PCDM) é irregular (ou degenerado) e as condições de primeira
ordem são pouco efetivas para a determinação dos processos ótimos (fracamente eficientes).
O prosseguimento natural deste trabalho é a obtenção de condições de segunda ordem, que
sejam não-degeneradas. Pretendemos aplicar o conceito de 2-regularidade (veja [1]) ao
problema (PCDM). Outra possibilidade, é estudar a suficiência das condições de otimali-
dade estabelecidas pelo Prinćıpio de Máximo Discreto, obtendo resultados semelhantes aos
obtidos por Oliveira e Silva [10] para problemas de controle discreto. Desejamos, ainda,
obter uma versão do Prinćıpio de Máximo Discreto para os processos que são ótimos no
sentido de Pareto (soluções eficientes) para o problema (PCDM).

8Notação: Seja ν ∈ Rp. (i) ν = 0 ⇐⇒ νj ≥ 0, ∀j; (ii) ν ≥ 0 ⇐⇒ ν = 0 e ν 6= 0.
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