Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Trabalho apresentado no CNMAC, Gramado - RS, 2016.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Condigoes de otimalidade para problemas de controle 6timo
discreto multiobjetivos

Camila Isoton!

Programa de P6s Graduagao em Matematica, UFPR, Curitiba, PR

Marko Antonio Rojas Medar?

Instituto de Alta Investigacién, Universidad de Tarapacé, Arica, Chile

Violeta Vivanco Orellanas?

Dpto. de Matematicas, Universidad Catdlica de la Santisima Concepcion, Concepcién, Chile
Lucelina Batista dos Santos?

Departamento de Matemética, Universidade Federal do Parana, Curitiba, PR

Resumo. Neste trabalho, obtemos condicdes necessarias de otimalidade para a eficiéncia
fraca para problemas de controle étimo discreto. Abordamos o problema com restri¢oes de
igualdade e de desigualdade sobre o estado e o controle e uma condigao de contorno. Assu-
mimos ainda, que as fungoes envolvidas no problema sido continuamente diferencidveis. As
condigoes necessdrias (Principio do Méximo Discreto) foram obtidas através do formalismo
de Dubovitskii-Milyutin (DM).
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1 Introducao

Existem intimeros problemas de tomada de decisao onde se deseja otimizar mais do que
um objetivo os quais frequentemente sao conflitantes. Tais problemas sao denominados
problemas multiobjetivo.

Especificamente, neste trabalho s@o considerados problemas de controle étimo discreto
multiobjetivos.

As condigoes de otimalidade para o problema de controle 6timo (com um tnico obje-
tivo) sao dadas através do conhecido Principio do Mdzimo de Pontryagin, o qual apresenta
uma versao para o problema de controle 6timo discreto. Este principio pode ser demons-
trado usando diferentes técnicas. Veja por exemplo [2,4,6,8,9].

Por outro lado, o formalismo de Dubovitski-Milyutin, o qual denotamos (DM) por
simplicidade, é uma importante ferramenta para o tratamento de uma ampla classe de
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problemas de otimizagao, formulados em contexto mais abstrato, isto é, cujas fungoes
do problema estao definidas em espagos abstratos e, portanto, pode ser utilizado para o
tratamento dos mais diversos problemas, como por exemplo, o Problema de Programagao
Matematica, o Problema do Célculo das Variacoes, o Problema de Controle Otimo dentre
outros. Além disto, existem variantes deste formalismo para problemas multiobjetivos.
Veja [3,5,7].

Neste trabalho obtivemos condicoes necessarias de otimalidade para o problema de
controle 6timo discreto multiobjetivo, utilizando o formalismo DM. Abordamos o problema
com restrigoes de igualdade e de desigualdade sobre o estado e o controle e uma condigao
de contorno. Assumimos ainda, que as funcoes envolvidas no problema s&o continuamente
diferenciaveis.

2 Preliminares técnicos e formulacao do problema

Inicialmente, consideramos o seguinte problema:

Ml.n.lmlzar f(@) = (fi(z), -, fp(x)) } (MOP)
sujeito a: z € Q
onde fj : X - R, j=1,---,pe X é um espaco de Banach. Dizemos que z* € ) é uma
solugdo fracamente eficiente 5 se nao existe z € Q tal que f;(z) < f;j(z*), para todo
j = 1> T, D-

k+1
Agora, suponha @Q = () Q;, onde intQ; # &, i = 1,--- ,k (tais @; sdo chamados

=1
restrigoes de desigualdade) e int Q1 = & (neste caso, Q11 é chamado restrigao de
igualdade).

e Seja ¢ : X — R uma funcao dada. Dizemos que w € X é uma diregao de descida
de ¢ em zg € X se existem uma vizinhanca V de w, a < 0 e g9 > 0 tais que
d(xo + W) < ¢(xo) + ae, Yw € V,Ve € (0, ).

e Seja Q C X tal que int Q # @. Dizemos que w € X é uma diregao factivel para
Q em zg € X se existem uma vizinhanca V de w e g9 > 0 tais que zg + ew, Vw €
V,Ve € (0,¢0).

e Seja (Q C X tal que int Q # @. Dizemos que w € X é uma diregao tangente para
Q em xg € X se para qualquer € € (0,¢9), Jz. € Q tal que z. = xg9 + cw + r(e),
onde r(g) = o(e).

Pode-se demonstrar que os conjuntos de direcoes de descida, factivel e tangente sao
cones com vértice na origem; os dois primeiros sao cones abertos e o cone tangente, em
geral, ndao é aberto e nem fechado.

5 .
°ou ainda, Pareto Fraca.
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Teorema 2.1. (DM multiobjetivo) Sejam: D; o cone de diregoes de descida de f; (i =
1,---,p), Ej o cone de direcoes factiveis de Q; (j =1,--- k) e Ex41 o cone de diregoes
tangentes de Qri1. Suponha que todos estes cones sao converos. Se x* € @ € solugdao
Pareto fraca de (MOP), entdo existem funcionais h; € D}, l; € Q3 (i=1,---,p, j =
1,---,k+1) % nio todos nulos e tais que

k+1

p
i=1 j=1

k+1
Observagao 2.1. Se além das hipdteses do teorema anterior tivermos (| D;N (| Ej # @
i#r j=1
para algum r, entao h, # 0. Neste caso dizemos que x* € fracamente regular para (MOP)
e se hy # 0 para todo r, diremos que x* é regqular para (MOP).

Para maiores detalhes, veja [5,6].
Sobre a notacao utilizada:
(i) [0,N] ={0,1,--- , N} (intervalo discreto);
(i) R"N) = {(z0, 71, -+ ,an_1) : 7j € R, Vj}.
No que segue, formulamos o problema de controle discreto multiobjetivo (PCDM):

N-1 N-1
Minimizar ®(z,u) == (Y, fi(@i,wi), -, Y. fp(zi, u;))
i=0 i=0
sujeito a: wi+1 = @(x;,u;, i), i € [0, N —1]
hl(l‘l) = 07 gl(xl) g 07 (S [07 aN]
K(zg,zn) =0 J

onde f; : R"R™ R, j = 1.+ ,p; ¢ : RPXR™ R", hy : R*5 R, gy : R™— R%,
hy i R"— R™, gy : R™— R*2 ¢ K : R"xR"— R* sio funcdes continuamente diferencidveis.
Neste caso, x; sao as varidveis de estado; u; sao os parametros de controle; N é o numero
de etapas; v = (xg, -+ ,xn) é a trajetoria e u = (ug,--- ,uny—1) é 0 controle associado a
esta trajetéria. Assumimos r1 < n, ro < m e k < 2n.

Por fim, cada par (z, u) que satisfaz as restri¢oes de (PCDM) é um processo admissivel
e um par (z*,u*) é um processo fracamente eficiente para (PCDM) se nao existe outro

(PCDM)

N-1 N-1
processo admissivel (z*,u*) tal que Y fj(zs,u;) < > fi(z),u}), paratodoj=1,---,p.
i=0 i=0

3 Resultados

Sejam X = {z € R*"NV+1); 2 = 0}; U = R™(V),
Observe que é possivel reescrever o problema de controle (PCDM) como o seguinte

problema multiobjetivo
Minimizar ®(z,u) = (®1(z,u), -, Pp(z, u)) }

sujeito a: F(z,u) =0,G(z,u) £0, (z,u) € X x U (POM)

5S¢ K é um cone, K* é o cone dual de K, isto é K* = {¢ € X* : &(z) > 0,Vz € K}.
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4
onde:
N-1 .
Qj(z,u) = % filzo,uwi) €Rj=1,...,p
F(z,u) = (Fy(z,u),- -, Fy(z,u)) € RNV xRNV Rr2(N)  RF
G(z,u) = (Gi(z,u), GQ(.I' u)) € Rs1NFD)  Rs2(N),
Neste caso ':

Fi(w,u) (i) = wia1 — @(@s, iy i),i € [0,N — 1]
Fy(ar,u)(i) = hu(a7),i € [0, N]; Fy(a,u)(i) = ha(a;),i € [0,N — 1]
Fi(w,u) = K (w0, on); Gi(w,u)(i) = gi(w:),i € [0, N); Gale,w)(i) = galus),i € [0, N — 1].

Ainda: Mp = {(z,u) € X x U : F(z,u) =0}, Mg = {(z,u) € X x U : G(x,u) < 0} sado
as restrigdes de igualdade e de desigualdade para (POM).
Aplicando-se o formalismo de DM (Teorema 2.1) ao problema (POM), obtemos:

Teorema 3.1. [Principio do Mdzximo Discreto] Seja (T,u) um processo fracamente efici-
ente para (PCDM). Entao eziste

A = (l/, )\1,,}/1,,72,,“17”27]9) c RpXRk’Xer(N-i-l) XRTQ(N)XRSI(N—HL)XRSQ(N+1)XRn(N+1),
satisfazendo
po = (Ho)wo (o, To, p1,v) — [(A1, Keo (B0, BN)) + (70, 1 (Z0) ) + (1o, 61 (T0))); (1)

pi = (Hi)a, (Ti, Wi, piv1, v) = [(vi, M(@)) + (i, 1 (@), i=1,- \N =1, (2)

PN = _[<)‘17KIN(§3\07§3\N)> + <7}V7h/1(/-%'\N)> + <M}V7gi(/x\N)>]; (3)
(Hi)u, (Zi, Ui pig1,v) = (v, By (@) + (ud, gh (@), i =0,--+ N — 1; (4)
<le791(§1’)> = Oa (S [O’N]§ </%2a.g2(ai)> = 07 (S [OvN - 1] (5)

onde para cada i € [0, N—1], definimos a i-ésima fun¢ao Hamiltoniana de (PCDM), por:

Mws

Hi(z,u,p,v) = (p,o(x,u,1) (vj, fi(z,u)

7j=1
(x e R"u e R",p e R", v € RP).

Para que tenhamos v # 0 no Teorema 3.1, é necessario alguma condigao de regularidade

em (PCDM).

"Sobre a notagdo: Fi(x,u)(i) denota a i-ésima componente de Fi(z,u) € R"™). E similarmente
para as demais F; e também para G. Também: g1(z) = (gi(z), -+ ,¢;'(z)) € R*! e analogamente para
g2(u) € R°2,
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Definicao 3.1. Seja (Z,u) um processo admissivel para (PCDM). (i) Dizemos que (ZT,u)
¢ um processo fracamente regular para (PCDM) se

T(MFv (/'7}7 a)) - {(’U),’U) €eX xU: Wi+1 = ¢z(§l7a2)wl + (Pu(/l'\i,ai)vi, h‘ll(:/gl)wZ =0,
Ry, = 0, Kuy(Zo,Zn)wo + Kuy(To, Zy)wy = 0} (6)

e existe (w,v) € X x U, tal que

Wit1 — [0z (Ts, w)w; + @, (2, u;)0;) = 0,4 € [0, N — 1];

h’l(@)m =0, € [O,N]; h’l(ﬁz)m =0, € [O,N — 1]; (7)
(0) @)@ < 0, s € I'(3,0); (¢3)(@)0; < 0, s € I2(3,7);

Ko (20, TN )wo + Ka (To, Tn)wn =0

onde I'(Z,u) = {s € {1,--,s1} : ¢}(ZTi) = 0, para algum i € [0, N]} e I*(Z,u) = {t €
{1, ,s2} : gt (@;) = 0, para algum i € [0, N — 1]}.
(ii) Dizemos que (T,u) € um processo regular para (PCDM) se vale (6) e se para
cada r € {1,--- ,p} existe (w,v) € X x U, tal que (7) se cumpre, e também vale
q);(a;\ual)wz < 07 ]: 17' D, .7 7é r.
Como consequéncia da Observagao 2.1 e da equivaléncia entre os problemas (PCDM)

e (POM), temos que (Z,u) é processo regular (fracamente regular) de (PCDM) se e
somente se (Z,u) é ponto regular (fracamente regular) de (POM). Consequentemente:

Teorema 3.2. Seja (Z,u) um processo admissivel e reqular (fracamente regular) para
(PCDM). Se (z,u) é um processo fracamente eficiente para (PCDM), entdio existe
A\ — (V,/\1,71,72,M17M2,p) c RpXRkXRTl(N+1)XRTQ(N)XRsl(N—l-l)XRS2(N+1)XR7L(N+1)7
satisfazendo (1)-(5), com v >0 (v =0).8

4 Consideracoes finais

Observe que as condigoes de otimalidade estabelecidas pelo Principio de Maximo Dis-
creto (Teorema 3.1) sdo mais interessantes quando podemos garantir que v # 0. Caso
contrério, o problema (PCDM) é irregular (ou degenerado) e as condigoes de primeira
ordem sao pouco efetivas para a determinagao dos processos 6timos (fracamente eficientes).
O prosseguimento natural deste trabalho é a obtencao de condigoes de segunda ordem, que
sejam nao-degeneradas. Pretendemos aplicar o conceito de 2-regularidade (veja [1]) ao
problema (PCDM). Outra possibilidade, é estudar a suficiéncia das condigoes de otimali-
dade estabelecidas pelo Principio de Maximo Discreto, obtendo resultados semelhantes aos
obtidos por Oliveira e Silva [10] para problemas de controle discreto. Desejamos, ainda,
obter uma versao do Principio de Maximo Discreto para os processos que sao 6timos no
sentido de Pareto (solugoes eficientes) para o problema (PCDM).

8Notagdo: Sejav €RP. () v 20 < v; >0,Vj; (i) v >0 <= v=0ev #0.
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