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Construção dos Reticulados A2 e D3 via Polinômios
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1 Introdução

O problema de encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaço é equi-
valente a encontrar códigos corretores de erros eficientes. A partir desta percepção, pas-
saram a associar o estudo dos códigos aos reticulados e surgiram várias famı́lias de reticu-
lados.

Um dos principais ingredientes para a geração de reticulados no Rn é o mergulho
canônico, que quando aplicado ao anel dos inteiros de um corpo de números ou a um
ideal no anel dos inteiros, produz um reticulado no Rn. Neste trabalho, apresentamos
um outro método que é abordado em [2], para a geração de reticulados no R2 e no R3.
Mais especificamente, através de polinômios de grau 2 e 3, obtivemos os reticulados A2 e
D3 que são os reticulados com densidade de empacotamento ótimas em dimensão 2 e 3,
respectivamente.

2 Reticulados

Seja {v1, . . . , vm} um conjunto de vetores linearmente independentes em Rn (tal que
m ≤ n). O conjunto de pontos

Λ = {x =
m∑
i=1

λivi, λi ∈ Z} (1)

é chamado um reticulado de posto m, e o conjunto {v1, . . . , vm} é chamado uma base do
reticulado. A matriz geradora de Λ é definida como sendo a matriz
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M =


v11 v12 · · · v1n
v21 v22 · · · v2n
...

... · · ·
...

vn1 vn2 · · · vnn

 (2)

onde vi = (vi1, · · · , vni), para i = 1, · · · , n e o raio de empacotamento de Λ é definido por

ρ =
1

2
min{|λ|;λ ∈ Λ, λ 6= 0}.

A fórmula da densidade de centro de um reticulado Λ, que pode ser encontrada em [1],
é dada por

δ(Λ) =
ρn

| det(M) |
. (3)

Como estamos interessados em construir reticulados via polinômios, considere os po-
linômios f(x) = x2 + ax + b e g(x) = x3 + ax2 + bx + c com a, b, c ∈ Z. Nosso primeiro
passo é, a partir da equação (3) e dos polinômios f(x) e g(x), obter outra expressão para
o cálculo da densidade de centro.

Se α e β são ráızes reais de f(x), constrúımos um reticulado Λf com matriz geradora

Mf =

(
α β
β α

)
. Se α e β são ráızes complexas de f(x), constrúımos um reticulado Λf̃

com matriz geradora Mf̃ =

(
α β
α −β

)
.

Assim, fazendo o uso das matrizes geradoras dadas acima obtemos novas expressões
para o cálculo da densidade de centro do reticulado Λf e procuramos por valores de a
e b que minimizem o raio de empacotamento e nos forneçam a densidade de centro do
reticulado hexagonal A2. De modo análogo, consideramos g(x) para obter reticulados
equivalentes ao reticulado D3.

3 Conclusões

Neste trabalho apresentamos um outro método para a geração de reticulados no R2 e no
R3. Acreditamos que, da mesma forma como foi feito para dimensões 2 e 3, pode-se obter
reticulados com densidade de centro ótima para dimensões maiores. O grande desafio desse
método é determinar a matriz geradora do reticulado através das ráızes do polinômio em
questão e também minimizar uma forma quadrática, que representa o quadrado da norma
de um vetor nesse reticulado.
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